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حکمت هذا الکتاب جلنة متخصصة شکلها احلس العلمی بالجامعة» وقد وافق احلس العلمی 
على نشره - بعد اطلاعه على تقاریر احم - ف احتماعه الحادي عشر للعام الدراسی 
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المقد مة 


تشهد نظرية الرسومات تطورا سریعا كما یزداد الاهتمام بها من الناحیتین النظرية 
والتطبيقية ویعود ذلك إلى علاقتها الوثيقة ععظم فروع الریاضیات الأخرى والی 
تطبیقاتها في مجالات متعددة لعلوم الحاسب والعلوم الطبيعية. تعتبر نظرية 
الرسومات وسيلة مهمة لانشاء نماذج رياضية لدراسة هذه العلوم الختلفة. 

يذكر أن بدایات نظرية الرسومات تعود إلى العام 2۱۷۳۲ عندما حل آویلر 
Euler‏ مسألة جسور کونقسییرق 120115506185 السبعة. بعد ذلك » ولدة قرنین 
كانت النتائج التعلقة بالرسومات قليلة. في العام 1915م آلف کونق 160018 آول 
کتاب حول الرسومات. ثم تسارع الاهتمام بنظریه الرسومات وتطبيقاتها في 
النصف الثاني من القرن الاضي حیث تتواجد الان في معظم الناهج الجامعية. 

يقدم هذا الکتاب مدخلا إلى نظرية الرسومات. وحیث إنه لا يوجد ٍجماع» حتی 
الآن: حول الادة الأساسية وكيفية تقدیها ؛ ققد اخترنا مادة مكن عرضها على نحو 
آفقي وابتعدنا عن التوسع الرأسي » حیث آدرچت موضوعات متنوعة بدرجة مناسبة 
من العمق لتختار منها مادة مقرر آول فى نظرية الرسومات. كما اخترنا ترتیب 
الوضوعات من الاسهل إلى الأصعب مع احافظة على متطلبات البنی الرياضية. 


المقدذمة 


ىأ 


يقع الكتاب في ثمانية فصول. يشتمل الفصل الأول على الكثير من التعاريف 
والمصطلحات والنتائج الاساسية المستخدمة في الفصول اللاحقة. بينما يتضمن 
الفصل الثاني موضوع الأشجار وغییزاتها وبعض الخوارزميات التعلقة بالتطبيقات. 
آما الفصل الثالث فيغطي الرسوم الأويلرية وبعض النتائج الخاصة بالرسوم 
الهاملتونية. في حين أن الفصل الرابع يقدم مفهوم الاستوائية. وفي الفصل الخامس 
نعرض موضوع التلوين الذي ساهم بشكل كبير في تطوير نظرية الرسومات. 
ويشتمل الفصل السادس على موضوع الموائمة وخوارزمية لإيجاد موائمة عظمى في 
الرسوم ثنائية التجزئة. وفي الفصل السابع يقدم مفهوما الترابطية والترابطية الضلعية. 
ويمكن اعتبار الفصل الثامن مدخلا إلى موضوع الرسوم الموجهة. 

آما بالنسبة للمصطلحات فقد استخدمنا غالبا معجم الرياضيات الصادر عن 
مكتب تنسيق التعريب في الرباط بالمملكة المغربية التابع للمنظمة العربية للثقافة 
والتربية والعلوم» ومعجم الرياضيات الصادر عن مؤسسة الكويت للتقدم العلمي؛ 
ومعجم العلوم الرياضية الصادر عن قسم النشر العلمي والمطابع في جامعة الملك 
سعود ؛ كما اجتهدنا في وضع بعض المصطلحات التي لم ترد في تلك المعاجم. 

سيقدر المؤلفان أي ملاحظات تبدى من قراء هذا الكتاب ؛ ويمكن إرسال أى 
تعليقات أو اقتراحات عبر البريد الإلكتروني : 2 .لاقع 20113111)0. 

وفي الختام نأمل أن نكون قد وفقنا في توظيف خبرتنا التدريسية في جامعة الملك 
سعود لتقديم مدخل سهل إلى نظرية الرسومات وأن يكون هذا الكتاب إضافة علمية 
إلى الكتب العربية النادرة التي تعالح موضوع الرسومات » والله من وراء القصد. 


المؤلفان 


المدنو یات 


المقدمة . ل ل ل a‏ ۳ 
الفصل الأول: أسس نظرية الرسومات 5 ا O‏ 
(۱,۱) تعاريف أساسية. 70 ه12 
(۱,۲) الرسوم الحزئية يا E‏ 00106 
ES SR RS iOS EBD‏ ۱ 
)١,5(‏ الرسوم ثنائية التجرئة سو ب ل 1 او ا ی ا ا E Si‏ 
(۵ ,۱) تمثيل الرسم عصفوفة .............. ET SS SSL AES‏ 
)١,5(‏ التمائل في الرسوم ال و ل أو ا حا ا و ۱۱ 
EOD)‏ دوبع مدو تدده وود ومو ا 
(۱,۸) متتالیات الدرجات وجموعات الدر حات r.‏ 
مارین O‏ 
الفصل الغاي: الأشجار سو اجن د الله رساك ماد ل و وي كا ل SDS‏ 
(۲,۱) تعاریف ونتائج اساسية ............... halen oy‏ ۳5۶ 
(۲,۲) تییزات الأشجار . 11[ 1 ز 1[ ۱۱۱۱ 
(۲,۳) تطبيقات على الأشجار . ش52 Ea O O‏ 


(۲,۳)() أشجار التقصى العرضي وأشجار التقصى العمقي ................. ٤١‏ 


احتو یات 


9« 
(۲,۳)(ب) خوارزمیات لایجاد شجرة بت مشر ا و بر E‏ 
(۲,۳)(ج) خوارزمية إيجاد آقصر مر في رسم موزون مترابط . r‏ 6۵ 
مارین EERE EG‏ ی تار ير عيرم عار را ی وب عي روط ا ل سا مره یا عن 30 
الفصل الثالث: الرسوم الأويلرية والرسوم ااملتونية o‏ ی ۱( 
RPO TEND‏ ۰ ۱ 
ارو ۳ ا ۳ ۱۳۰ 
(۳,۲) الرسوم اخاملتو نية ا دن مه ۹ عم وی کت ۱ 
ماوت ۲۰۱ 000 ۱ 
الفصل الرابع: الاستوائية 1۱ 
)٤,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية . E SS O O n‏ 
(4,۲) قسنم الأضلاع و مبرهنة كوراتوسكي 1 1 1[1[ذ[ز[ز[ 1[ E‏ 
مارین ۱ 
الفصل الخامس: تلوين الرسوم OEE‏ 
(۵,۱) تلوين الرژوس a‏ ا ل ا A‏ 
غارین (١,ه) o‏ اس لباك سي ينك O DO‏ هم 3 ۱۳ 
(۵,۲) تلوين الأضلاع o‏ ”5ص ا 
مارین (١”,ه)‏ ووه ل و ا سيا يه ا 1 لل ااا E‏ 
(5,ه) كثيرات الحدود اللونية.. حبص روشاع تر ف و و VT Seis‏ 
مارین (5,ه) اوعد ع ا ره ال ند ير ان يي بوه التي عه ل دعتو طاة O‏ ب 10 1 
الفصل السادس: الموائمة 00-0030996 
)1,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية a‏ 1 ا 


١٠١ .............. خوارزمية إيجاد موائمة عظمى في الرسوم ننائية التجرئة‎ )٦,۲( 


اعتویات ط 


yT 
SE الفصل السابع: الترابطية رین الضلعية . هه‎ 
N الفاصل | ل ل ل ا ا‎ )۷,۱( 
۱۱ )۷,۱( مارین‎ 
۱۰/۳ الترابطية . هه و ا‎ )۷, ۲۱ 
التر ابطية الضلعية . ا ا اه وم وی ما ی ل وس‎ )۷,۳( 
1 ري م م‎ 
۱ 3 0 الفصل الثامن: الر سوم الو جهة ك5 ااا‎ 
۱:5 ۳ تعاریف ونتائج أساسية 00 لل یت‎ )۸,۱( 
۱۳۵ 11111 )۸,۱( تمارين‎ 
۱۱۱۳۵ رسوم المسابقة لاسا ا لي ا ا ل‎ )۸,۲( 
AE تو جيه الر سوم 1 لقم طم ورا کر وه ری‎ )۸,۲( 
۱۳۰۱ ل لا کر ل و‎ A فاون‎ 
TE المراجع را لو ره اماو لواو سس ا ا ا‎ 
100000 0 0 0 0 نبت المصطلحات 2000 0 0 ة‎ 
او لا: غر - ابحليزي ا ا ااا‎ 
ثانيا إبخليزي - عربى ووذ وان طايه د ومع عن ی‎ 


(شمن (لزرّل 


GRAPH THEORY FOUNDATIONS 


)١,١(‏ تعاريف أساسية 

ليكن (۶, 7)- © زوجا مرتبا ميث ۷ جموعة منتهية غير خالية و 2 جموعة 
عناصرها جموعات جزئية ثنائية من 7 ؛ نقول إن © رسم 700 (آو رسم 
بسيط 1م513 ۱۳016:) جموعة رؤوسه 566 17116 7 ونجموعة أضلاعه 
edge set‏ 2 . إذا كان نر e‏ ضلعا 00820 فانه يوجد رأسان 7 © 1,۷ بحیث 
[ 1,۷ = ۰6 سنعبر عن © بالرمز 1۷ ونكتب 1۷= 6 . 

هثل الرسم كما يلي : يمثل كل رأس بدائرة صغيرة أو نقطة ويمذل الضلع 
«مه - © خط يصل بين الدائرة الممثلة ل » والدائرة المثلة لي «. وغالبا ما نطابق 
الرسم بتمثیله. كما نصف أو نعرف الرسم بواسطة الدوائر والخطوط ؛ ويساعد 
التمثيل على رؤية أوضح للرسم وفهم أعمق لخواصه. 
مثال )١,١(‏ 

يمكن تمثيل الرسم ( /1, 7) = 6 حيث {a, b,c, d†‏ - و {ab,ac, bc,cd}‏ = رم 
كما فى شکل(۱.۱) () أو فى شکل(۱.۱) (ب). 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


4 7 
C ۳ 01 مجك‎ ۱ 
(1 1 C ۳ 

۱ (أ( 


نت 





شکل(۱ ,۱). 


نلاحظ أن تمثيل الرسم لیس وحيداء كما أن الأضلاع ليست بالضرورة قطم 
خطوط مستقيمة. للاختصار نسمي الرسم (FE)‏ 6 بالرسم ). 

إذا كان ۸ ضلعافي الرسم ۰0 فانتا نقول إن الضلع ۷ پر بط 0185[ 
لاس 1 و ۷ كمأ ا 1U‏ و ۷ طرفاً 000011 للضلم ۲ . كما تقول 
إن الرأس ۷ يجاور 20[20601 الرأس « أو جار 260007 له. نعرف درجة الرس 
degree of vertex ۲‏ بأنها عدد أضلاع الرسم التی يكون ۲ طرفا لبا أو عدد 
جيران ۷ ونرمز لہا بالرمز (468)7. فمثلا في مثال (6۱,۱: 2 = (062)0 = (4)عء0 
و3-()468 و 1= (4)ع06. یسمی الرأس فرديا 000 إذا كانت درجته فردية 
وزوجيا 6۷60 ادا كانت درجته زوجبه ومنعزلا 15013160 ادا كانت درجته صفرا. 
هي نجمع من العناصر التي ليست بالضرورة مختلفة فمثلا 6,1 ,0,0,0) مجموعة 
مضاعفة عدد عناص ها 6 تكرار 4 يساوي وتکرار 7 يساوي 1 وتکرار © 
يساوي 2. 

نسمي الزوج الرتب (£, 7) = © رسما مضاعفا طمهمع# انام إذا كانت ۲ 
مضاعفة تانب ة عناصرها من 7.|ذا کان 67 ضئلعا فانه یوجد جموعت 


أسس نظرية الرسومات ۳ 


مضاعفة (۲,) من ۲ بحيث [1,۷] = ۰6 سنعبر عن © بالرمز 1۲ ونکتب 
٩ = ۷‏ . نسمي الضلع ۷ = 0 ضلعاً مکررا multiedge‏ إذا كان تکرار © في ۲ 
اكير من 1 كما نسمي الضلع 1 = © عروة 1000. 

یمثل الرسم الضاعف كما يلي : یمثل کل رأس بدائرة صغيرة أو نقطة ویمثل الضلم 
۷ = © خط یصل بين الدائرة المثلة ل ۸ والدائرة المثلة ل ۷. كما نمثل العروة 1/0 < © 
بضلع يبدأ من الدائرة الممثلة ل # وينتهي بها. نعرف درجة الراس « في الرسم المضاعف 
بأنها عدد أضلاع الرسم التي يكون ۲ طرفا لبا مضافا إليه ضعف عدد العرى. 

يقال إن الرسم منته 817301 110116 عندما يكون عدد رژوسه منته وعدد 
آضلاعه منته. سم عدد رژو الرسم رتبة 0767 الرسم ويسمى وعدد أضلاع 
الرسم سعة ٩126‏ (أو حجم) الرسم. 

طلباً للاختصار فسنعني بالرسم في هذا الکتاب الرسم البسيط النتهي ما له 
يذكر غير ذلك. من الواضح أن کل رسم بسيط لا يحتوي على عری أو اضلاء 
مكررة ويمكن النظر إليه على أنه رسم مضاعف. 
مخال )٩,۲(‏ 

مكن تيل الرسم المضاعف (£, 7) = 0 حيث (,6,۵,6) = 7 
و ab, ab, 6, 604, cd, dd, dd}‏ ,100,00 £ کماق شکل(۱.۱) (ج). وتكون 
در جات الرژوس هي : 5 = deg(a)‏ و 4 - (ما)وع0 و 3= deg(c)‏ و 6 - .deg(d)‏ 

للرسم (2, 7) = © نعرف (5660 و (۸)6 كما يلي : 

0(G ( = ۱810680۷ ( :۲ لاع‎ ( 
A(G ( = max{deg(v ):v لاع‎ ۴ 


ع مقدمة في نظرية الرسومات 


تعطي المبرهنة التالية علاقة بين عدد الأضلاع في الرسم ومجموع درجات 
رژوس ذلك الرسم. 
مبرهنة (۱,۱) 

إذا كان (£, 7) = © رسماء فان | £ |2 = («مموول'5 . 
البرهان 

ما أن كل ضلع في الرسم له طرفان» فإن كل ضلع يعد بالضبط مرتين في 
(068)0 رم . 


سس 
نتيجة (۱,۱) 
عدد الرژوس الفردية في الرسم ( //, 7) = © هو عدد زوجي. 
البرهان 
لتكن ,۲ مجموعة الرؤوس الفردية و 1 مجموعة الرؤوس الزوجية في 6. 
لاحظ أن # = ,۲۲۱۲ وأن 7= ,5لا ]7. من مبرهنة (۱.۱) نجد أنء 
deg(v)= > deg(v)+ > deg(v)‏ > - | 1 | 2 


۳ VE, اعم‎ 


كور 
‘(n‏ 


< deg(v)=2|E|- < deg(v) 


وا أن الطرف الأيمن لبذه المساواة عدد زوجي فان عدد الحدود في الطرف 
الایسر يجب أن يكون زوجيا. وينتج من ذلك أن | 7| عدد زوجي. 5 

الرسم التام graph‏ 00۳001616 هو الرسم الذي يتجاور فيه كل رأسين. وبرمز 
للرسم التام الذي عدد رژوسه 7 بالرمز ,۰ الشکل(۱.۲) يوضح الرسوم ,۸ 
و رک و بو یگ و كد 


آسس نظرية الرسومات 


ما آن عدد رژوس ,6 هو 7 ودرجة کل رأس ف ,۸ تساوي 1 - 77 فینتج 


۱ n(n -- 1 0 ١ 
من مبرهنة(١,١) أن (1-)7 =| |۰2 ای » للا - | | حيث 4 هي‎ 


مجموعة أضلاع kK,‏ 





نقول ان © رسم صفري 27۵00 أأناه إذا كانت 4 =( ©) :]۰ ونستخدم 
الرمز ,۸۷ للدلالة على الرسم الصفري الذي عدد رژوسه 7.یسمی ,۸۷ الرسم 
التافه trivial graph‏ 

يسمى الرسم (FE)‏ 0 رسما منتظما من النوع 7 ۲-۵17 ادا كان 
= 46800 لكل رأس ۲ «. لاحظ أن الرسم التام ,× رسم منتظم من النوع 
۸-1 . في شکل(۱.۳) الرسم © رسم منتظم من النوع 2 والرسم 77 رسم غير 
ی وار ای ع يوسي ی بن ی ی 








1 مقدمة في نظرية الرسومات 
لیکن 1< /ء نعرف | لمكعب الفوقى ,© 9۷0670۷06 بأنه رسم رؤوسه المتتاليات 
من الطول ۸ المأخوذة من المجموعة 0,11) بحيث تتجاور فيه متتاليتان إذا وفقط إذا 
اختلفتا في موضع واحد فقط. شکل(۱.4) يوضح الرسوم ,0 و ,© و ,0. 


100 


سر 1 


دل 





.)۱, ٤(لکش‎ 


(۱,۲) الرسوم الجزئية 

يسمى الرسم SEE‏ 6 رسما جزئیا ۵۵:8 مسن الرسم 
E)‏ 3 6 اذا كان 7۲۲۲۲۷ و رت ۰۳ و و يسمى رسماً جزئياً مولدا 
spanning subgraph‏ للر سم 6 ادا کان =F‏ ۲و رت .ادا كان ۲ 
في (£, 7) = © فاننا نعرف الرسم الجزئي ۶-۷ بأنه الرسم الذي رؤوسه 
()- ۲ وأضلاعه 7 بدون الأضلاع التى ۷ طرف لما. إذا كان © ضلعا ق 
(2, 7) = 6 فاننا نعرف الرسم الجزئي 0-6 بأنه الرسم الذي رژوسه 7 
واضلاعه هي (6) - . شکل(۱.۵) یوضح بعض الرسوم الجزئية للرسم ©. 





۵ + و) ا وأضلاعه 4 HU‏ ست عن 

لتکن ۲ے 3ع ۵ . نرمز للرسم الجزئي من 7 0 الولد (آو احدث) بوساطة ؟ 
(ى )subgraph of G induced by‏ پالرمز > و > آو بالرمز [6]5 ونعرفه على 
أنه الرسم الذي مجموعة رژوسه £ ومجموعة أضلاعه تتكون من أضلاع © التي 
۰ ۱ ین ات أ 7 عع ۵ a.‏ 
ال ای 
آطراف الأضلاع التي في . 


(۱,۳) الرسوم المترابطة 
تسمى الختتالية الْتناوبة مره من الرؤوس والأضلاع ل سر 6و هرا وو وول V€,‏ 
مرا 0 من الرأس ذا إلى السرآس ,۲ في الرسم م (, 7 - 0 إذا كانت 
الرژرس ۷,۷,٠,‏ مختلفة وکان > ۷= e,‏ لكل 72-1 > 7 > 1 ؛ 


11 
ونرمز للممر اختصارا بمتتالية الرؤوس ,۰۰۰۷ ,۰۱۷ نعرف طول المر بأنه عدد 
اضلاعه. فى شکل(1()۱,۱) 8 مر من © إلى ۶ طوله واحد و 628 مر من 4ك 
اك حاار هد a‏ 
تسمى التتالية المتناوية من الرژوس والاضلاع TP PS‏ عر 
3 دورة 01016 في الرسم نظ ]= 6 |ذا کانت الروژوس م۲ ,۲,۰۰۰ ,۲ 
مختلفة و ع ,بدح »© لكل 77-1 > > 1 و 2۳ ىا - ,© ؛ ونرمز للدورة 


۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


اختصارا بمتتالية الرؤوس ۰۷۷۰۰۰۲ نعرف طول الدورة بأنه عدد أضلاعها. ٤‏ 
شکل(1(۱.۱) 054 دورة طولما ثلاثة. نرمز بالرمز ,€ لدورة عدد رژوسها 7. 

ليكن 4 < ۸ » نحصل على العجلة ,7 ۷6۵ باضافة رأس إلى الدورة © 
وجعله جاورا لجميع رؤوس الدورة. شکل(۱.1) يوضح العجلات >77 77 17 

يقال إن الرأسين ۷ مترابطان 600060160 في الرسم ,E)‏ ۲۷)< 6 إذا 
وجد مر من * إلى « أو إذا كان «-#2ء كمايقال إن الرسم (£, ۲)< 6 
مترابط ام2,ع connected‏ ادا كان كل رأسين فيه مترابطين. 

لنعرف العلاقة التالية على رژوس الرسم (, 7) = ©. الرأس # على 
علاقة مع الرأس « إذا كان ۸ و ١‏ مترابطين. 
مبرهنة (۱,۲) 

علاقة الترابط على رؤوس الرسم © هي علاقة تكافق. 
البرهان 

متروك كتمرين للقارئ. 

تسمى الرسوم اللحدثة بفصول التكافؤ لبذه العلاقة المركبات المترابطة 
connected components‏ للرسم 6 › نسمیها اختصارا المركبات. نلاحظ أن 
ال رسم جزني مترابط أعظمي maximal connected subgraph‏ وأن الرسم 
الترابط يحتوي على مركبة واحدة فقط. في شکل(۱.۱) الرسم 6 رسم غير 
مترابط له ثلاث مرکبات والرسم 77 غير مترابط له مرکبتان في حين أن الرسم ۸ 


رسم مترابط. 


آسس نظرية الرسومات ۹ 





للرسم (FÊ)‏ © نعرف رسما نسمیه متمم 000016۳1601 6 ونرمز له 
بالرمز (۳, 7) = 6 أو بالرمز “© بحيث یکون الرأسان متجاورين في © إذا 
وفقط إذا كانا غير متجاورين فى 6. إذا كان 7-| 7|ء فمن السهل ملاحظة أن 
E`)‏ لا , ” = ,£ وأن # - 0187 . شکل(۱۷) یعطی مثالا على © و 6. 


1 





9 مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لإثبات البرهنة يكفي برهان أنه إذا كان ) غير مترابط فان 6 مترابط. 
لنفرض أن © رسم غير مترابط مركباته ,0,)....,6)ء 2 <#. افرض أن 
X,Y»‏ رأسان في 67 » نريد إثبات وجود مر بينهما في 6 ليكن ,0 ع نر , ,0 > ۶۲ . 
لدينا حالتان: ر 1 أو ز =1. إذا كانت ز 1۶ء فان «× ليس ضلعاً في 6 
ومنه زد ضلع في 6 وعلیه فان 72« مر من × إلى ر في 6. إذا كان ز =1 
فإنه يوجد ,)> 2 حيث ۶۶ 4. بما أن 22,2 ليسا ضلعين في ۰0 فانهما 
ضلعان في ) ومنه رعلا غر من د إلى نز في 7). 0] 

نرمز للم‌سافة 41502066 بين الر سین 1 و ۷ في الرسم ;]= بالف 
(,:)4 ونعر فها بأنها طول آقصر مر بين > و۲ إذا كان # و « مرتبطین. كما 
نعرف © = (2)1,۷ إذا كان لا يوجد مر بين 1 و <. ونعرف 20 (7,۷) لكل 
رأس 2 ق الرسيم 06. على سبیل اال 21 (4)0,0 و 2-(0)6,40 في 
شکل(۱,۱)(). 

لیکن (7,7)- 0 رسمامترابطاولیکن 6۷ ۷ یسسمی 
max f d (u,v ):u eV ۱‏ - ( )۶ الا ختلاف المركزي 606601716107 للرآس ۷ب 
ویسمی | 6۲ 1010160(:۷-(0) ۲ نصف قطر 180105 الرسم ۰0 كما 
يسمى ¦ 7< (G) = max{e (v ):v‏ 4 قطر 013116165 الرسم ©. تسسمی 
المجموعة |( 6) =( ۷)ع: ۲ع ۷ - (0) ) مرکز 60167 الرسم .G‏ 


یسمی الرسم ,٤(‏ 7) = © رسما ثنائی التجزئة طممه 01027016 إذا أمكن 
جزئة رژوسه إلى جزئین منفصلین 2,7 كل منهما غير خال بحيث إذا كان 


أسس نظرية الرسومات ١١‏ 


£ فإن ×6 » و 6۲« أو العكس. عادة ما نرمز للرسم © بالرمز 
(, 7 )= © أو بالرمز (:, ۲لا ×) = 6. يسمى الرسم ثنائي التجزئة 
GET E)‏ سم ثنائي التجزئة تام bipartite graph‏ 6000۱0۵1616 ادا كان 
xe ٤‏ لكل × > × و۲٤‏ ر» کمانرمز له بالرمز بر حیث <|۲ | 
و 7= | ۲|. شكل(۱,۸) يوضح بعض الرسوم ثنائية التجزئة التامة. 





يمكن إثبات أن الدورة الثلاثية ۵060 ليست رسما ثنائي التجزئة بطريقة 
البرهان بالتناقض كما يلي : 

افرض أن الدورة الثلاثية ۰000 رسم ثنائي التجزئة. عليه الرژوس مجزئة إلى 
جموعتين منفصلتين 1,۲ كل منهما غير خالية. دون فقد للعمومية بالامکان 
فرض أن × > ».عليه ۲٤ط‏ لأن 8ه ضلع. ومنه ۲ ۰۶ لأن ac‏ ضلع. 
كذلك ۰۶۲ لأن 20 ضلع وهذا يناقض فرضنا أن الدورة 6 رسم ثنائي 
مبرهنة )١,5(‏ 

إذا كان (8, ۲, ×) = © رسما ثنائي التجزئة» فان 

| 2 | - 2 090 ( - 2, deg) 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 
للا حظل 9 9 ضلع XY‏ يساهم بال ضط ٤‏ ()068 رم بواحدء ويساهم 
ال يد 


بالضبط في (:()068 2 بواحد أيضا. ا 


۳ 
في الرسم ,E)‏ 7 1)- ۳ الاحظ آن 7 = deg(x)‏ لکل ۸ 6 .من 
مبرهنة( ۱,۶ mn‏ = ( 4680۲ < = 2 ۱ 


سس 

لبرهنة التالية تعطي تمييزا للرسوم ثنائية التجزئة. 
مبرهنة )١,5(‏ 

الرسم (/2, 7) = 6 رسم ثنائي التجزئة إذا وفقط إذا كان لا يحتوي على 
دورة طولها فردي. 
البرهان 

دون فقد للعمومية بالإمكان فرض أن (1, 7) = © رسم مترابط. افرض أن 
الرسم =(V,E)=(X ,Y E)‏ 6 رسم ثنائي التجزئة و أن ۷ ۷۰۷ دورة 
فی 0.بالامکان فرض أن ×> ,ا ؛ عليه ٤۲‏ ره لأن > ,۲,۷ کذلك 
ع رب لگن ]ع :۷,۷ . بالاستمرار بالطر يقة نفسها نجد أن 2 ۷۲ ادا كان 7 
فردیا و ٤7‏ ,« إذا كان ۶ زوجيا لكل 7 > 7> 1. عليه ۷ زوجي ومنه طول 
الدورة زوجي. علیه. 6 لا يحتوي على دورة طولما فردي. 

لاثبات الاتجاه الآخرء افرض أن © لا يحتوي على دورة طولبا فردي. اختر 
رأسا « في © وعرف الجموعتین 4,8 كما يلي : ۸ هي مجموعة الرژوس التي 
السافة بين أي منها و عدد فردي و 8 هي مجموعة الرژوس التي المسافة بين أي 


أسس نظرية الرسومات ۳ 


منها و ۷ عدد زوجي. من السهل ملاحظة أن ۸ = ۸۲۱8 وأن ۸۱18-۲7 . نرید 
إثبات أن 6 رسم ثنائي التجزئة. لإثبات ذلك يكفي أن نبرهن أنه لا یوجد رأسان 
متجاوران في 4 أو رأسان متجاوران في 8. افرض أن ر×, × رأسان في 4 
(البرهان مشابه لو كان رنا,,* رأسين في 8.). افرض أن 2 هو آقصر مر من ۷ 
إلى ,× و ,2 هو أقصر ممر من < إلى ,× وليكن # آخر رأس يتقاطع فيه 7 و ,۲ 
(انظر شکل(۱.۹)). با أن 2 هو أقصر مر من < إلى ,ا و 7 هو أقصر ثمر من ۷ 
إلى + * » فان طول جزء الممر ,7 من ۷ إلى # يساوي طول جزء الممر ٣‏ من ا 
إلى #. عليه طول جزء الممر 2 من ا إلى × وطول جزء الممر ,2 من *# إلى ر× 
كر ار تیا تاک وتا با ارب × لا يجاور ,ا لأن 6 لا يحتوى 
على دورات طولما فردي. عليه (:۸,/,1) = © رسم ثنائي التجزئة. 





شکل(۱,۹). 


(۱,۵) تثيل الرسم بمصفوفة 
یعتبر تمثيل الرسم بمصفوفة إحدى الطرائق الشهورة للتعبیر عن الرسم وذلك 
لغرض التعامل معه في برامح احاسب الالي. وهذه الطريقة ليست الطريقة 
الوحيدة لتمثیل الرسم في الحاسب الالي فهناك ما يسمى بطريقة قائمة التجاور 
adjacency 1151‏ و طر يقة القائمة (الموصولة) التر ابطة 1156 ۱10160. 


۱ مقدمة قي نظرية الرسومات 


لیکن (,2)۳- © رسمامیث (رل.....ر,۳) - ۲. نعرف مصفوفة 


التجاو ر adjacency matrix‏ ,.,[ ر6] 4 للرسم © كما يلى : 


اج „vv,‏ 1 
= نه 


0 ,لطر‎ EE 

) 1 1 00 

(ا 1 0 1 
=4 

1 1 0 1 

0 0 1 0 


¥ < 0 ۷ =p ۷ <C, ۷ في #7 - و‎ ۱ 


نلاحظ أن ۸ =4 » حيث ۸ هي منقول ۱۸050056 الصفوفة ۸. كما نلاحظ 


آن ,> = (,06807 ومنه ,۵ < -|21. 


17 ز,‎ SR 


تسمی التتالية المتناوبة من الر وه وس والاضلاع ,, وگو و۰ وبا وو© ور و6 W =v‏ 
مسارا ۷۵11 من ال ای 9 ال الب ان ۷۷ في الرسم (2, 7) = 6 اذا كان 
اع =v,‏ ,6 لكل 72-1 >> 1. كما نعرف طول المسار 7 ا 
7 أي 1- ”. ويقال إن المسار 77 مغلق إذا كان ,۷= ,۷. بسن اسان طا 
811 إذا كانت أضلاعه مختلفة. ويسمى الطريق الغلق دارة .CIrcult‏ 
مبرهنة )۱,٩(‏ 

ادا کانت [ ,2] = ۸ مصفوفة التجاور للرسم 6 الذي رژوسه ز,۲, (Ps:‏ 
وکات 0 = ”4 , فان 0 يساوي عدد المسارات المختلمة التي طو لپا 77 
من الرأس ,ل إلى الرأس ۷ . 


أسس نظرية الر سومات ۱ 


البرهان 

نستخدم الاستقراء على 7 عندما 77-1 » لاحظ أن السار ذا الطول 1 من 
الرأس ,« إلى الرأس ١,‏ يعينه الضلع ,۰۷,۲ عليه يوجد مسار من الرأس ۲ إلى 
الرأس ,« طوله 1 إذا كان ,«, ,م متجاورين. ومنه عدد المسارات من الرأس ۲ 
إلى الرأس ,« التي طولما 1 يساوي ره. 

افرض أن المبرهنة صحيحة لكل الأعداد الصحيحة الموجبة التي أقل من 77. 
نريد إثبات صحة المبرهنة للعدد 77#. 

لاحظ أن أي مسار طوله 7# من الرأس ,۷ إلى الرأس ١,‏ يتعين تماما بتعيين 
مسار طوله 77-1 من الرأس ,۷ إلى رس ما ,۷ وتعيين ضلع طرفيه ۽۷ , ۷. من 
فرضية الاستقراء» عدد المسارات من الرأس ,« إلى الرأس لا التي طولها 77-1 
يساوي ۳/. علیه» عدد المسارات من الرأس ,« إلى الرأس ,« التي طولہا 77 
يساوي Saa,‏ والدی يساوي حسب تعريف ضرب المصفوفات 0 

3 

مبرهنة (۱,۷) 

لتکن [,ه] = 4 مصفوفة التجاور للرسم 6 الذي رژوسه (,۲,...,و۲۷,۲) 
ولتکن [,] = 8 هی الصفوفة العرفة على النحو التالی : 4۳7 +...+ 42+ '4 - 3 . 
عندئد 6 رسم مترابط ادا وفقط ادا كان ۶0 ره لكل ۶ 7. 
البرهان 

رض آن | ]= *۸ لل 21,2,...,7-1- ] عندند: 
+ ...+ ۵+ إه < ر. نعلم من مبرهنة(۱,1) أن 4۳۱ يساوي عدد 


لسارات الختلفة التي طولما # من الرأس ,لا إلى الراس ,۷. ومن ثم فان ره 


۹ مقدمة في نظرية الرسومات 


يساوي عدد السارات المختلفة من ۷ ل 7 التي طولها أصغر من أو يساوي 
1 7 

لنفرض الان أن 1( رسم مترابط. ولیکن ) ey (G‏ ۷,۷ حیست Vv, EV.‏ 
عنثذ يوجد مر من ۷ إلى ,. بما أن =| 7| فإن طول أي مر من ,۷ إلى ر۷ 
هو على الأكثر 1- 7. وبما أن كل مر هو مسار لذا فانه يوجد على الأقل مسار 
واحد من ۷ ال ,۷. وعليه فان #0 0 

ولبرهان العكس» نفرض أن ۶0 ,۶ لكل زج : ولذا نجد على الأقل مسارا 
واحدا (ومن ثم على الأقل مرا واحدا) من ,لا إلى ,۲ . وعلیه فان © مترابط. 


)١,5(‏ التماثل في الرسوم 

نقول ان الرسم )7,,٨,(‏ = ,6 يساوي الرسم (,)< ر6 ونکتب 
وك 6 ادا کان PF‏ ,و ر۳< ركع وخلاف دلك نقول ان ,0 و رت 
مختلفان ونکتب ,46 ). 

نقول ان الرسم )7,,٤,(‏ = ,6 متماشل 18010010116 مع الرسم 
( 8 )= ,6 ونكتب ر6 = 0 إذا وجد تقابل ۲ ج ,7:۲ حقق 
الشرط : ,]> 7۷ إذا وفقط إذا كان رط > (7)(/)۷ وحينئدٍ یسمی / تمائل 
رسوم isomorphism‏ raphع.‏ في اخقيقة. ادا كان الرسمان متمائلین فالفرق 
الواضح بینهما هو فقط في تسمية الرژوس. ادا لم یوجد نغاثل بين الرسمین ,6 
و فنقول إنهما غير متمائلین ونکتب ,0 6. 


أسس نظرية الر سومات ۱۷ 


على سبيل الخال في شکل(۱.۱۰) نجد أن 6 = ويك وذلك لوجود التقابل 
)K,,(+7 )©(‏ 7: ع الموضح في الجدول الموجود في شکل(۱.۱۰) والذي 
حقق الشرط : ۸۷ ضلع في ۸ إذا وفقط إذا كان (8)0()ع ضلعا في ©. 





` K 
.)٩,۱۰(لکش‎ 


النتيجة التالية تفیدنا فقط فى اثبات أن الرسمین غير متمائلین» آما لاثبات 
لتمائل فیجب إيجاد التقابل والتحقق من شرطه» مباشرة أو باستخدام مصفوفات 
التجاور» لجميع الاضلاع. 

لستكن را ۴= ولک یرای ای ]9 
الرسمين الوضحین فی شکل(۱.۱۱). نلاحظ أن ر۶0 6 لأن ,۶ ,۳ . كما 
نلاحسظ أن ر6 = ,6 بوساطة التقابسل ,7ج ,7: / الذي يحقق السشرط : 
e £‏ ممه إذا وفقط ادا كان ,ع ء (۷) /(1) وهذا ما یوضحه تساوی مصفوفتي 
التجاور (,0) 4 و (:0) ۸ واللتان كونتا بالترتيبين ۵,۵,6,4 لرؤوس الرسم 


۲ لرژوس الرسم‎ C,d ,a,b 0 (r 











۱۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


0 1 0 1 0 1 0 1 
46)-= 1 0 1 1 درم‎ 1 0 1 1 
0 1 0 0 ۰ |0 1 0 Û 
1 1 0 0 1 1 0 0 


على الرغم من عدم تساوي الرسمین ,6 و ر6 نلاحظ أن لهما خواص 
كثيرة مشتركة بسبب قاثلهما. من السهل برهان أن علاقة تماثل الرسوم هي علاقة 
تكافؤ على اجموعة ال مكونة من جمیع الرسوم (انظر مرین۱۹). کل خاصة 
مشتركة لجميع عناصر فصل تكافؤ تسمی لامتغیر تماثل 1۳۷271206 کنح1501۴001. 
النتيجة التالية تعطينا بعض لامتغيرات التمائل كما يمكن استخدام هذه النتيجة 
لا کتشاف عدم تماثل رسمين. 
نتيجة (۱,۲) 

إذا كان غ )= ,6 و ( عر )= ,© رسمين متمائلين فان : 
= || و 

۲- إذا وجد ف الرسم ,6 مر (دورة) من طول معين» فانه یوجد في 
الرسم ر6 مر (دورة) من الطول نفسه. 

۳- عدد الدورات في الرسم ,6 من طول معين» يساوي عدد الدورات في 
الرسم ,© من الطول نفسه. 

5-2 اتید A‏ هي درجات رژوس الرسم ,6 » فإنها هي 
كذلك درجات رؤوس الرسم ر6. 
البرهان 


البرهان نتيجة مباشرة من تعريف التماثل. ل] 


1 





۳ 
و 
مد 








راك ۱۳ 
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على سبیل الثال ‏ ± 7۷ في شکل(۱.۱۰) لأن الرسم 77 حتوي على مثلث 
(أي دورة طولبا ثلائة) بینما الرسم ‏ لا يحتوي على أي مثلث. 

نلاحظ أن لامتغيرات التمائل لفصل تكافؤ رسم معطی 0 تکون مستقلة اما 
عن آسماء رووس 6#. وغالبا ما نسمي 6 رسما مُعلماً ۱۵06۱60 عندما نهتم 
تاه تسده متسه دسا غير معلم ۱۱۵06160 عندما لا نهتم باسماء 
رژوسه ونعتبره مثلا لفصل تکافته. 

یوضح شکل(۱.۱۱) كل الرسوم العلمة ذات الثلائة رژوس : ۽ 7 ,..., لا ,, 27 . 
لاحظ أن فصول التکافو في هذا الشکل هي : 

ان ات نابل ال الى )رل 


Î 7 
IN Ns 
a ۾ )سل 3 م سار‎ 
CG] G2 
2 1 د‎ 2 
0 ۵ 292 
0 Oc 7 Je ع )01 يهم‎ 


j 7 
N r 0% ۳۹ 
11 7 
.)١١ 3 


لاحظ أن إيجاد عدد الرسوم المختلفة المعلمة التى عدد رؤوسها 7 سهل كما 


في تمرين۷ في نهاية هذا الفصل» في حين أن إيجاد عدد الرسوم المختلفة غير المعلمة 


۳۹ مقدمة في نظرية الرسومات 


وغير التمائلة التي عدد رژوسها 7 يحتاج في الحالة العامة إلى نظرية بولیا في العد 
ويمكن الرجوع إلى كتب نظرية التركيبات بشأن ذلك. 


(۱,۷) العمليات على الرسوم 
توجد عدة طرائق لإنشاء رسوم جديدة من رسوم معطاة. وتفيد هذه الطرائق 
في توصيف بنية رسم ما بدلالة رسوم ابسط » كما تساعد في التعبير عن الرسوم 
ول ون 
إذا كان ي©, ,© رسمين بحيث 4 = (ي7)06١7)©6(01‏ فان G, +G, » © UG,‏ 
و ر6× 6 ترمز إلى اتحاد ۱0100 ,6 و .0 ۰ مضموم وز ,6 و ر6» حاصل 
ضرب 0700061 أو جداء ,6 و ر6 على الترتيب. وهذه رسوم معرفة كما يلي : 
V (G, UG,)=7 (G, JUV )0,( (Î)‏ 
E(G, UG,)=E(G, JUE(G,)‏ 
وإذا كان 6= ,6= 6 فان 26 تدل على ,6لا,6. 
(ب) (G,)‏ لا( +G,)=7 (G,‏ 6) 7 
E(G,+G,)= E(G JUE(G,)U 4‏ 
حيث ((062) 7 ٤7 )6G,(,y‏ + : بود - 4 . 
)ج( (ي©) V(G, xG,)=V (G,)x7‏ 
ويكون الرأسان (رر,ر×) ,( ,7 ×) متجاورين في الرسم ر6× 6 إذا وفقط 


AB نوي فدك وان ينوك رنزم(0)ظ>‎ E GIS 


أسس نظرية الرسومات ۲۱ 


لیک 000 E(G‏ € ينانا = ۵ . الرمز 6٠٤‏ يدل على الرسم 
الناتج عن تقليص 6000۵0000 الضلع © وحصل عليه كما یلی : حذف الضلع 
© والر سین ر .۲ شم تضیف رأسا جذیدا ب ونمجعل ,ل جاور ل ومن 8 
المجاورة للراس × أو للرأس بند. ویلاحظ أنه يمكن أن ينتج عن عملية التقلیص 
أضلاع مكررة أو عرى ؛ وعند التعامل مع التقليص يحذف التكرار أو العرى 
عندما لا يؤثر ذلك على ما يدرس. شکل(۱.۱۲) يوضح الرسمين 6,8 
والرسوم ۰۵ +H ,G xH ,G‏ ©, 87لا 0. 





.)٩,۱ شکل(۲‎ 


(١ ,۸(‏ متتا لیات الدر جات و جمو عات الدر جات 
تعین درجات الرژه وس في رسم 0 متتالیات من الاعداد الصحيحة غير 
السالبة تسمى متتالیات درجات 560060065 068766 للرسم 0. فمثلا» تکون 
امتتالية غير التزايدة (3,3,2,2,2,0) = 5 متتالية درجات © حيث © معطی في 


11 


۳ مقدمة في نظرية الرسومات 





.)٩,۱۳(لکش‎ 


كذلك تعن درجات الر زوس مجموعة تسمی مجموعة درجات 561 168766 
للرسم ©. وتکون (10,2,3- (1 مجموعة درجات الرسم العطی في 
شکل(۱.۱۳). ونلاحظ أن (2,2,2,1,1) تکون متتالية درجات ,2 كما تكون 
متتالية درجات ,۸دا ر۸ كما هو مبين في شکل(۱.۱6). 


ج0 ممممه 


و لارک 


شكازة ۱,۱). 


لتكن (,0,,,,۰۰۰,۵) = ك متتالية درجات الرسم ). بناء على مبرهنة (۱,۱) 
فان ,2,4 عدد زوجي. ويمكن طرح السؤال التالي : إذا كانت ( )4,,4.٠٠-,4,‏ - ؟ 
j =1‏ 3 1 


متتالية غير متزايدة من الاعداد الصحيحة غير السالبة ميف إن .2 < عدد 


زوجي فهل یوجد رسم 6 بحيث تکون 5 متتالية درجات ۱6 البرهنة التالية 
تجیب عن هذا السژال بنعم عندما نسمح بوجود العری والاضلاع المكررة. 
مبرهنه (۱,۸) 

متتالية الأعداد الصحيحة غير السالبة ,0 <۰.۰< ,0< ,4 تکون متتالية درجات 


لرسم مضاعف إذا وفقط إذا كان ,9,0 زوجیا. 


:-1 


آسس نظر ية الر سومات "۳۲ 


البرهان 
ادا كانت أ جح .اج d 2d‏ متتالة درجات لرسم فان 3 روجی وفق 
| ار 1 


مبرهنة (۱.۱). افرض الآن أن ,<۰۰۰< ,0< 7 متتالية آعداد صحيحة غير 


ب الاعداد 66 زو لک هن ده الاعداد الفرديةهى 
٠٠-4.‏ ,4, ,. ننشئ رسما مضاعفا © يحقق الطلوب كما يلى : نبداً بانشاء 
الرژوس العردية ۰'۷ ,ر۷۷ بحیث ( 6) 6£ رر رر ۷ر 7 لاون ۷ » نم 
نضیف عری عند الرژوس م۲ ,۰۰۰, ,۷,۱,۲ بحيث تکون 1 - 068۷۳ . واضح آنه 

نلااحظ أن الاثبات الإنشائي لبرهنة (۱.۸) استخدم العری ولم یستخدم 
الاضلاع الکررة» ونلاحظ أنه لا یوجد رسم بلا عری ومتتالية درجاته 
الرسوم البسيطة» ونترك للتمارین مسألة تمييز متتالیات درجات الرسوم التي لا 
تحتوي على عرى. 

تسمى متتالية من الأعداد الصحيحة غير السالبة ( 4.٠.4,‏ 4ه) = 5 متتالبة 
رسمية 60016066 27201621 إذا وجد رسم بسيط © بحيث تكون 4 متتالية 
مجموعة رسمية 61 813011631 إذا وجد رسم بسيط 7 بحيث تكون 1 مجموعة 


درجات 7. ويسمى © مجسیدا 1631122808 ل ء كما يسمى 7 تجسيدا ل (. 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


تزودنا البرهنة التالية بشرط لازم وکاف حتی تکون متتالية 5 متتالية رسمية» 
کما تعطینا شما خوارزمية لتجسید د عندما تکون د رسمیة. 
مبرهنة )١,5(‏ 
لتکن ( رعس قر 822 متتالية قير متزايدة من الأعداد الصحيحة غير 
الاد 2 < 1,7< #. عندشد» > متالية رسميءة اذا وفقط کانت 
[ ,“رر ي 1,4 - ب -1,٠٠٠,‏ و1 - ر4) = رى متتالية رسمية. 
البرهان 
نفرض أولا أن ,5 متتالية رسمية. إذن يوجد تجسيد 6 ل ,5 ؛ وتوجد عنونة 
,2,۷,7 ۷ لرژوس ,0 بحيث 
<i e‏ 2 1- 
7 > > 2+ 01 0 
و نحصل علی کد 6 لر . بعد إضافة رأس وآضلاع إلى (0 کمایلی : 
CU‏ <(6) ۲ 
E (G)=E )2 )JU{vv, : 2 si sd, +1}‏ 


وعليه فان 5 متتالية رسمية. 

نفرض الآن آن > متتالية رسمية. إذن توجد تجسیدات كد وء و ار من بینها 
الرسم ۰0 بحيث ۳۲ - ( 0) 7 ,20 ,دوع لكل 7 > > ۰1 
ومجموع درجات الرؤوس الجاورة ل ,۷ أكبر ما يمكن. ندعي أن ,۲ جاور لرژوس 
درجاتها : ,.4.:٠...4,,ر4.‏ وللحصول على تناقض» نفرض أن درجات 
الرؤوس انجاورة إل ,لا غير ذلك.إذن يوجد )> زر بحيث 


ع 061 = >d,‏ 17 ر 06817 ١‏ ,۷ جاور ل ني غير جاور ل مان 


55 نظرية الر سومات د "۳ 


degv,‏ > , 062۷ فانه يوجد رأس ۷ بحيث یکون E‏ ۷ وغير جاور 
ل ,«م. الآنء اه ا ' 7 من 6 كما يلى : 
ضع (0) '1-('0) ۰۲ وضع 

E )60( - ) )6(۱۳ ۳ VA UVP; n} 

كما هو موضح في شکل(۱.۱۵). نلاحظ أن '6 تجسيد ل 5 ولكن مجموع 
درجات الرژوس الجاورة ل ,۷« في '6 أكبرمن ¿ الجموع القابل في ©. وهذا 
يناقصُ اختیارنال_ 6. ادن ,۷ جاور ق 6 لرؤوس درجاتها: 
,۰۰۰ ور رذن ,«- 6 جسيد ل ,ی » وعلیه فان ,5 متتالية رسمية. [] 





شکل(۱,۱۹). 


55 1۲ : کون جر ا ا‎ 6-0 E) 
|-[ 





؛ كما أنه إذا وجد رأس × بحيث 0= 627 فانه لا یوجد 
رأس ر بحیث 1-| 7| = . وعليه يمكن الاستفادة من هذه 
للاحظة البسيطة في الحكم على بعض التتالیات بأنها غير رسمية. 

مخال (۱,۳) 





(۷) آثبت آن (6,6,5,4,3,3,1)- 6 متتالية غیر رسمية. 
(ب) آثبت آن (44,3,2,2,1) 2 ء متتالية رسمية و جد تجسیدا لما. 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


اخل 
نطبق مبرهنة (۱.۹) ونستخدم الرمز /5 للدلالة على التتالية الناجة من التتالية 
ره كما نستخدم الرمز ,5 للدلالة على التتالية غير التزايدة الناتجة من اعادة 
ترتیب حدود ۶۱ كلما لزم ذلك. 
۳( 
(6,6,5,4,3,3,1) = $ 
8= )0 ,3,2,2 5,4) = 1 
وى - (1-,3,2,1,1) = رک 
ادن 3 غير رسمه ؛ وعليه 5 غير رسمية. 
E)‏ 
(4,4,3,2,2,1)< وى 
aS E CONN‏ 
۱ > 8 
(1,1,0,0) = رو 
بآ (0,0,0) < 5 
ولا كانت ,8 متتالية رسمية فان رسمية آبضا. و حصا على سيد )ل و 
بعد إجاد E E‏ 7 ل رگ و دک وگ علی الترتيب ؛ كما هو موصح ٤‏ 


0000 





وتجدر الاشارة إلى أنه كان بالامکان التوقف عند رى لو لاحظنا أن ره متتالية 
رسمية. كما أن التجسید 6 غير وحید. ومن ناحية ثانية» فان القاری بستطیع 
بسهولة التحقق من آن کلا من ,2 و برس تجسید للمتتالية (2,2,1,1,1,۱) 
وأنه يمكن إنشاء ,ب ر۶٨‏ باستخدام الخوارزمية السابقة ولکنه لا يمكن إنشاء ,2۲ 
بواسطة تلك الخوارزمية. 

تعين المبرهنة التالية اجموعات الرسمية التى عناصرها آعداد موجبة» كما 
تعطینا طريقة لایجاد تجسیدات لتلك اكم غات وعلیه فان مساألة حدید 
المموعات الرسمية تعتبر محلولة لآن درجة کل رأس منعزل تساوي صفرا. 
مر هنه )١,١١١‏ 

لكل مجموعة من الاعداد الصحيحة الموجبة ,10,6۵۰ - 1 بحيث 
>d, >۰۰۰ > 4,‏ ,© و 1< 7 » فانه يوجد مجسید 6 إ 2 بحيث 1+ ,4 - ( 6) 7 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على 7. إذا كانت 7-1 فان الرسم التام ر ۸ 
حقق الطلوب. وإذا كانت 2 -7 فان الرسم رب +K‏ , - 6 يحقق 
المطلوب. 

الآن» نفرض أن 2 < m‏ وأنه لكل مجموعة من الأعداد الصحيحة الموجبة 








ری بکست > > 8 و 7 > 7> [ ډو جد جسبد عدد رژوسه 
يساوى 4+1 لمتكم Ad)‏ ی 16 1 جموعة من الأعداد الصحيحة 
الموجبة بحيث ,, ,© >۰۰۰> ره > 4. نلاحظ أن مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 


| 000000 يل ممه چم 5 _ یه ۱ ۳ 
| 4 - ,"` - ,4 - ر حقق ,4 - م4 > ۰۰۰> ,4 - په > ه- ره » وبالاستناد 


0 ل 


۲۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


ال ق هة الاستتقر ام عمد آنه بو جا لاله المموعنة سيد 7 یت 


1+ ,ه- ره - |( 7) |. الآنء إن الرسم ے۸ل 8)+ ,۸= © تجسيد ل 


عارین 
١‏ - کم عدد أضلاع رسم مجموع درجات رووسه 48 ؟ 
؟- کم عدد أضلاع رسم منتظم من النوع 2 عدد رؤوسه 14 ؟ 
۳- رسم عدد أضلاعه ۰1۰ ما آقل عدد مکن لرؤوسه؟ 
- هل يوجد رسم درجات رژوسه 3,2,2,2,2 ؟ 
۵ هل علاقة التجاور بين الرژوس في الرسوم متعدیة؟ 
1- أعط مثالا لرسم مترابط لا يحتوي على دورات وعدد رژوسه أربعة. 
SY‏ ۲ 
(أ) جد عدد الرسوه المختلفة التي جموعه رژوس کل منها هي “ا وعدد 


۲ 11 
اضلاعها 7 حيث < mM‏ > 0. 


(ب) جد عدد الرسوم المختلفة التي مجموعة رؤوس كل منها هي . 
(ج) کم عدد الرسوم الجزئية للرسم ,رک عندما يعلم؟ 
۸- إذا 2 < (6)6 فأثبت أن 6 يحتوي على دورة. 
4- إذا 6<( )6 فأثبت أن 6 يحتوي على مر طوله على الأقل /. 
۰- إذا 2 < /<(6)0 فأثبت أن © يحتوي على دورة طولها على الأقل 
kK +1‏ 


اسن نظر ية الر سومات ۲۵ 


۱- أعط مثالا لرسم له خمسة رژوس ومرکبتان. 
۲- أعط مثالا لرسم بخمسة رژوس درجة كل منها اثنان. 
۳- آثبت أن عدد أضلاع الرسم النتظم من النوع 7 الذي عدد رژوسه 7 
FHF‏ 
پساوی --. 
يساوي ر 
٤‏ - کم عدد أضلاع 0 
۵- لیکن (8, 7) = © رسما بحيث | 7 و س <| 8 |. آثبت أن 


لا يكن أن يكون ثنائى التجزئة. 

75- إذا كان © رسما لا يحتوي على دورات طولبا فردي فاستخدم 
الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع لإثبات أن © رسم ثنائي التجزئة. 

۷- ما هو آقل عدد من الأضلاع التي يجب حذفها من ,5 لیصبح غير 
مترابط ؟ 

۸- آثبت أنه إذا وجد مسار بين رأسين في رسم فانه یوجد بینهما گر. 

4- آثبت أن علاقة تماثل الرسوم هي علاقة تكافؤ على المجموعة الکونة من 
جمیع الرسوم. 

۰ یسمی الرسم 6 رسمامتمما لتفسه self-complement‏ ادا کان 
6= 6: أعط مثالا لرسم متمم لنفسه عدد رؤوسه أربعة وآخر عدد رژوسه 

لا کیان زسسا مب اه ضاند راوس » فأثبت أنه اما 


4 = 7 واما 1۳0۵04 > 7. 


س مقدمة في نظرية الرسومات 


۲- لیکن © رسما عدد رژوسه ستة. آثبت أنه إما © وإما © يحوى مثلثا. 
لإرشاد: اختر رأسا (0) ٤7‏ « ثم أثبت أنه إما في © وإمافي ۰0 ۲ يجاور 
على الأقل ثلاثة رؤوس. ] 

- أعط مثالا يوضح أن النتيجة في تمرين ۲۲ ليست صحيحة عندما يكون 
عدد الرژوس خمسه. 

۲- آثبت أنه إذا وجد في رسم رأسان فقط درجة كل منهما عدد فردي 
فانهما ینتمیان إلى المركبة نفسها. 

۵- آثبت أن FO‏ 

75- آثبت أن ,© رسم منتظم من النوع ۸. 

۷- آثبت آن 2*۲ 0,(۱) 1 ]. 

۸- آثبت أن ,© رسم ثنائي التجزئة. 

۹- آثبت ان ,1« , ,20 ,۵ لكل 2 < . 


> 
حسم 


COR EF اقيق آن‎ -۰ 

۱- ما هو آقل عدد من الأضلاع التي يجب حذفها من ۰ لنحصل على 
رسم ثنائي التجزئة؟ 

۲- لتکن (11,2,...,6- ۲. نعرف الرسم ,7 بأنه رسم رژوسه ( ×) م 
(مجموعة اجموعات الحزئية من ). لای مجموعتین ( )۳ 4,8 یکون 48 
ضلعا في ,7 إذا وفقط إذا كان 8 4 و 1+| 4 | - | 2 |. أثبت أن ,9= ,1. 


۳ () جد مصفوفة التجاور للرسم 7 المعطى في شکل(۱.۱). 


آسس نظرية الرسومات ۳۱ 


(ب) جد عدد السارات التي طولها 4 من الرأس © إلى الرأس ۶ في الرسم 
العطی في شکل(۱.۱). 


4 ارسم الرسم الذي مصفوفة التجاور له هي : 


ب حم لب نم 
سا ا نے شم بت 
بغ انم ي نم 
س شا نس يلي 


۵- في آي رسم عدد رژوسه على الاقل ۳ أثبت أنه یوجد على الأقل 
اه در ایا بان بان 


5*- في شکل(۱.۱6) هل :7 = ٩۱‏ علل إجابتك. 
۷- في شکل(۱.۱) هل ,0 = ,0 ؟ علل إجابتك. 
۳۸- في شکل(۱.۱8) هل ,77 = ,77 ؟ علل إجابتك. 
۹- في شکل(۱.۱) هل ر = ٩۸,‏ علل إجابتك. 





۳۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


۰- كل عاثل من الرسم © إلى نفسه يسمى غاثلا ذاتما automorphism‏ 
للرسم 6. لتکن (2) 0 مجموعة التماثلات الذاتية للرسم ). 

() أثبت أن (0(,۰) :۸4) زمرة» حيث ٠‏ هی عملية تحصيل الدوال. 
تسمی هذه الزمرة زمرة التماثلات الذاتية the automorphism group‏ 
للرسم 7). 
(ب) اذا كان (£, 7) = ۰0 ...رر ۷ر۷ = [فأِت أن 
( 6) 41/4 زمرة جزئية من زمرة التاظر .,؟.. 
(ج) أثبت أن Aut (G ( = Aut (G)‏ . 
(د) جد زمرة التمائلات الذاتية للرسم رر ۸ وللرسم و ولكل رسم 
(ه) جد At (K,,) Aut (C,) «Aut (P,) « Aut (K,)‏ « 


) ۷ حيث ۶5 7. 


وري ر A‏ 


.)١,١5(لكش‎ 


-١‏ فيما يلي» عيّن المتتاليات الرسمية وجد تجسيدا لكل منها. 
() (5,5,3,2,2,2) 
(ب) (7,6,6,5,4,3,2,1) 
(ج) (7,7,6,5,4,4,3,2) 


آسیسی ا ا ال اف س 


(د) (7,6,5,5,4,3,2,2,2( 
(ه) (5,4,4,3,2,1,1) 
۲- فيما يلي » أثبت بطریقتین أن التتالية غير رسمية. 
() (7,6,5,4,3,3,2) 
(ب) (6,6,5,4,3,3,1) 
(ج) (2,1,0 ,2 ,2 ,5) 
۳ - استخدم الاستقراء الریاضی على ۸ لاثبات مبرهنة (۱,۸). 
- لستکن ( ,۰۰۰,07 ون م ادي متتالية من الأعداد ال صحيحهة ت 


0< ,۰..<4< ,0< ,4. آثبت أنه يوجد رسم بلا عری (قد يحتوي على أضلاع 


مكررة) متتالية درجاته : ادا وفقط ادا كان Sd,‏ ددا eT‏ 
21 
و۵4 ۰۰۰+ Sd +d‏ 4. 
0 - إذا كانت (,4,٠٠٠,ر4,,4)‏ = 5 متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة 
ع ,2228م لکل 7 فأثبت آن > متتالية غير رسمية. 
7 - فيما يلي » أثبت أن التتالية رسمية وجد جميع التجسیدات غير التمائلة 
لكل منها. 
(۷) (3,3,2,2,2) 
(ب) (7,6,5,5,4,3,2,2,2) 
(ج) (7,6,5,4,4,3,2,1) 
(د) (2,2,1,1,1,۱) 


ر ۵ 2 2 2 2 


۳ مقدمة في نظرية الرسومات 


۷ - آثبت أن التتالية (,,0,,,,۰۰۰)- 8 تکون متتالية رسمية إذا وفقط اذا 
كانت المتتالية التممة لما (1- -d,‏ #,:..,1- ر- ,1 - 4- م) - $= و 
متتالية رسمية. 

۸- هل يوجد رسم ثنائي التجزئة بحيث تکون المتتالية (9,8,6,5,3,3,3,3,1,1) 
متتالية درجات له؟ 

۹ - هل يوجد رسم ثنائي التجزئة بحیث تکون المتتاليية (6,5,3,3,3,3,3 ,6 ,6 ,6,6 ,6) 
متتالية درجات له؟ 

۰- فیمایلی» جد تجسيدا لمجموعة الدرجات المعطاة. 

D =14,3,2,1} )( 


D =)3,4,5,7[ (ب)‎ 


(فمن رشان 


الأشجار 
TREES‏ 
(۲,۱) تعاريف ونتائج أساسية 

ت الاشجار انحد أصناف الرسومات التي تستخدم في التطبیقات على نطاق 
واسع» وعلى وجه الخصوص في التطبيقات الرتبطة بالحاسب الالي كترتيب 
وتصنيف القوائم. كما تظهر فى بعض مسائل الأمثلية 00۷01221000 كالفرز 
8 بسمی الرسم (۲], ۲)< 7 شجرة 1۳66 ادا كان مترابطا و للا يحتوى على 
دورات. کمایسمی الرسم (ل, 7)- ۲ غابة 0756 |ذا كان لا حتوی على 
دورات. أي أن الغابة رسم مرکباته آشجار. شکل(۲.۱) يحتوي على کل الأشجار 
غیر التمائلة التي عدد رژوسها آقل من أو يساوي 3 


9 4 





۳۹ مقدمة في نظرية الرسومات 


توضح مبرهنة (۲.۲) التي تعتبر من آهم مبرهنات الاشجارء أن عدد أضلاع 
الشجرة = عدد رژوسها -1. لاثباتها سنحتاح إلى البرهنة التالية. 
مبرهنه (۲,۱) 

الشجرة التي عدد رژوسها 2 < يوجد فیها على الأقل رأسان درجة کل 
منهما تساوی 1. 
البرهان 

افرض أن 7 شجرة وأن ‏ «,...ى و ۷« م مر ذو طول أعظم في 7. بما أن 
2< فإن 2 <« لأن 7 تحتوي على ضلع. إذا كان يلا ضلعاً في 7 لأي 
7 > > 3 فان 7 نحتوي على الدورة ,۷,,۲,,...,۲,,۲ وهذا يناقض کون 1 
شجرة. عليه ۷,۲ ليس ضاعا في کل اانه × ليس ضلعاً في 7 لأى 
()17 26« لأن م مر ذو طول أعظم في 7. عليه 1 -(068)0 . وبالشل 
.deg(v, ( 1‏ 
مر هنه (۲,۲) 

الشجرة التي عدد رژوسها 7 عدد اضلاعها 7-1. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء على عدد الرؤوس. إذا كان ۰7-1 فان الشجرة هي 
الرسم التام ,£ والمبرهنة صحيحة في هذه الحالة. افرض أن المبرهنة صحيحة لأي 
شجرة عدد رؤوسها 2 < ۸. لتكن 7 شجرة عدد رؤوسها 1+ ۸. من مبرهنة 
(» تحتوي 7 على رأس « بحيث 1= (06807 . ليكن © هو الضلع الذي 
أحد طرفيه «. لاحظ أن الرسم 7-1 مترابط لأن'7 رسم مترابط و1 - (068)0 . 


الأشجار ۳۷ 


ولا يحتوي 7-1 على دورات لان 7 لا يحتوى على دورات ؛ عليه 1-۷ 
شجرة عدد رؤسها #. من فرضية الاستقراء, عدد أضلاع و ل يساوي 
1- ۸. عليه عدد اضلاع 7 يساوي .k‏ 
نتيجة (۲,۱) 

إذا كانت (£, 7) = 7۲ غابة عدد رژوسها » فان عدد آضلاعها 7-7 
حيث ۸ عدد مركباتها. 
البرهان 

لتكن >8 >1 ,(2, 0 - ,1 هي مرکبات /. لكل > ۰1>۶ 1 شجرة 
لأن ,7 رسم مترابط ولا يحتوي على دورات. من مبرهنة (۰6۲.۲ 1- | ,17| ,۶| 
لكل 2 > 7 > 1. عليه 


ETO |-1( 





£ || | | وس‎ N =) ۳۱ ۱-1 ۳ 


| ۲ | - 7-۸ 


(۲,۲) تمييزات الأشجار 
تقدم البرهنات التالية عبارات مكافئة لتعریف الشجرة. كما تهدف إلى فهم 
آعمق لترکیب وخواص الأشجار. 
مبرهنه (۲,۳۲) 
الرسم (۶/, 17) = 6 شجرة إذا وفقط إذا كان يوجد بين كل رأسين في 6 مر وحید. 
البرهان 
افرض أن (7, 7) = 6 شجرة. عليه يوجد بين أي رأسين مر لأن © رسم 


مترابط. (ذا وجد بین راسین 3 و ول ممران مختلفان ادو ناي ند < ۲ 


ای 


۳/۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


LS SNS GS DOST gS‏ فلیکن [ i+‏ امغر دلیل بحیث 
ربا ۶ × » وليكن ژ أصغر دليل بحيث 1< تر و 2 © برل .لیکن ,×= برل 
عليه oo,‏ دورة وهذا پناقض الفرض آن 0 
شجرة. لاثبات الاتجاه الآخر افرض أنه بين أي رأسين في الرسم (£, 7) - 6 
يوجد مر وحيد. عليه 6 مترابط. إذا كان 6 يحتوي على دورة [۲,,ر16,32,...,۲ » 
فانه پو جد گران من × إلى × هما بت ...حرط والممر ,×× وهذا يناقفقضص 
فرضنا أنه يوجد مر وحيد بين أي رأسين. عليه 6 لا يحتوي على دورات. ومنه 
6 شجرة. ل] 

في اخقيقة» الشجرة هي أصغر رسم مترابط من حيث عدد الاضلاع بمعنى 
أن حذف أي ضلع منها يعطي رسما غير مترابط » وهذا ما توضحه مبرهنة (۲,۵). 
یسمی الضلم © جسراًه0::02 في الرسم (, 7) = ۰0 إذا كان عدد مرکبات 
۵ - 7) دون مت عدد مر کبات ). 
مبرهنة ٤(‏ ,۲) 

الضلع 1/۳ جسر في الرسم (, 7)- 6 اذا وفقط إذا كان ۲: لیس محتوى 
في دورة. 
البرهان 

نستخدم طريقة البرهان بالمكافئ العكسي. 

افرض أن الضلع ۷ محتوى في دورة ار ۷ر ...وو × ×,1. علیه 5 
رأسين مرتبطين بممر ۶ يحتوي على الضلع ۸۷ في الرسم 6 هما مرتبطان بممر 
ينتج من ۶ بعد تبديل الممر 207 بالمر ري ,...,ر *.*,#. ومنه عدد مركبات 


6 يساوي عدد مركبات 17 - © . أي أن الضلع ۲ ليس جسرا. 


ال شجار ۳۹ 


فرض أن الضلع ۸۷ لیس جسرا. علیه؛ الرأسان ۸,۷ موجودان في المركبة 
نفسها في الرسم 100- © . ومنه یوجد مر 2 في الرسم 0-7۷ من الرأس » إلى 
لر ۷ علیه. 7 مر ف الرسم 0 من الرأس 2ه الی الرأس .أي أن 
uv‏ ل ضر دورة في الرسم 6 نحتوي على الضلع ۷ 
مبرهنة (۵, ؟) 

إذا كان € رسما مترابطاء فان © شجرة إذا وفقط إذا كان كل ضلم في ) 
8 
لبرهان 

بماأن © مترابطء فيكفي لإثبات المطلوب إثبات أن 6 لا يحتوي على 
دورات إذا وفقط إذا كان كل ضلع في © جسرا. من الواضح أن الرسم 6 لا 
حتوي على دورات إذا وفقط إذا كان كل ضلع © في © ليس محتوى في دورة. 
من مبرهنة )۲,٤(‏ ينتج أن الرسم © لا يحتوي على دورات إذا وفقط إذا كان كل 
ضلع في © جسرا. 
مبرهنة (۲,۱) 

اکا( 17د 0 رسما عدد رژوسه « فان 0 شجرة |ذا وفقط |ذا کان 
G‏ رسما لا يحتوي على دورات وعدد أضلاعه 1- «. 
البرهان 

إذا كان 6 شجرة عدد رؤوسها 7#. فمن تعريف الشجرة 6 رسم لا يحتوي 
على دورات ومن مبرهنة (۲,۲) عدد أضلاع 6 يساوي 7-1. 


3 مقدمة في نظرية الرسومات 


لإثبات الامجاه الآخرء افرض أن 6 رسم لا يحتوي على دورات عدد رؤوسه 
7 وعدد أضلاعه 7-1. عليه © غابة. يكفى لاثبات أن © شجرة إثبات أن ٥‏ 
رسم مترابط. من نتيجة (۲,۱) © له مركبة واحدة» أي أنه مترابط. [] 

تسمی الشجرة (۲, ۲) - 7 شجرة مولدة 66 50200108 للرسم 
(£, )= 6 إذا كان تح "كه آی ان ام شجرة رژوسها ۳ هی شجرة مولدة 
للرسم © إذا كانت رسما جزئیا من 6. 
مبرهنه (۲,۷) 

الرسم ,٤(‏ ۲)< 6 مترابط إذا وفقط إذا كان یو جد له شجرة مولدة. 
البرهان 

لنفرض أنه توجد شجرة مولدة 7 للرسم ©. بما أن 7 رسم مترابط فان ٥‏ 
رسم مترابط. 

الآن نفرض أن © رسم مترابط. نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد 
الأضلاع 7 لإثبات ما يلى: لكل عدد صحيح 0 < 7 فان كل رسم مترابط عدد 
اضلاعه 11 يوجد له شجرة مولدة. ادا كان 0 -” فان عدد الأضلاع صفر 
وعلیه» فان الطلوب صحیح. الآن نفرض أن كل رسم مترابط عدد اضلاعه م 
يوجد له شجرة مولدة حیث 0 < 7 عدد صحیح. لیکن (( H - )7 (FH ),E (H‏ 
رسما مترابطا بحیث 1+ ۴=( 7/) 5. إذا كان 8 لا یحتوی على دورات فان 
8 شجرة مولدة للرسم 8. إذن» لنفرض أن 87 يحتوي على دورات. لیکن 
» ضلعا حتوی ل إحدى هذه الدورات. اا » لیس تسا ل 7 وعلیه فان 
0- 77 رسم مترابط عدد أضلاعه 2.بالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أنه 


الأشجار 3 


توجد شجرة 7 مولدة للرسم 0- 77. واضح أن أي شجرة مولدة للرسم 
6 17 هي شجرة مولدة للرسم .ادن 7 شجرة مولدة للرسم ۰ لا 

لاحظ أن البرهان السابق يعطينا طريقة لإنشاء الشجرة المولدة. ببساطة نقوم 
بالتخلص من الدورات بالحذف المتتابع لبعض الأضلاع. 
نتيجة (۲,۲) 

إذا كان (۲, 7) = © رسما مترابطا عدد رؤوسه 7 » فان 7-1 < | 2 |. 
البرهان 

افرض أن (/, 7) = 6 رسم مترابط عدد رژوسه .من مبرهنة (۲,۷) 
توجد شجرة مولدة ('8, 7) = 7 للرسم ©. بماأن 1 ۰ فان 
مبرهنة (۲,۸) 

إذا كان (., 7) = 6 رسما عدد رژوسه 7 فان 7) شجرة إذا وفقط إذا كان 





EEE 





| 
LJ ۱ 
أ‎ 








.من مبرهنة(۰)۲,۲ E SO‏ ومنه 7-1< | 


.7-1 رسما مترابطا و عدد آضلاعه‎ G 
البرهان‎ 

إذا كان 6 شجرة عدد رژوسها 7. فمن تعريف الشجرة 6 رسم مترابط 
ومن مبرهنة (۲.۲) عددأضلاع 0 يساوي ۸-1. لاثبات الاتجاء الآخر, 
افرض أن 0 رسم مترابط عدد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه 7-1 يكفي لإثبات 
أن © شجرة |ثبات أن © لا يحتوي على دورات. افرض أن 6 يحتوي على 
دورة وأن » ضلع فيها. عليه » ليس جسرا ومنه 6-) رسم مترابط عدد 


اضلاعه 2 - 71 و هدا یناقص نتبجه (۲,۲). 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (۲,۹) 

إذا كان © رسما لا يحتوى على دورات فان © شجرة إذا وفقط إذا كان 
۵ ) يحتوي على دورة وحيدة لكل ضلع () :1 © ©. 
البرهان 

ليكن © شجرة وليكن (6)£ ۶ 6- «د.بماآن 0 شجرة فإنها رسم لا 
حتوی على دورات. من میرهنة( ۲,۲ بوجد مر ود روا واا من 
إلى اق 6 إذق و .رای رد دور ی ê‏ 6. واضح أن هذه 
الدورة وحيدة لأنه إذا كان يوجد دورتان مختلفتان فان كلا منهما تحتوي على 0 
وعلیه يوجد مران مختلفان من × إلى رف 6. 

ليكن ۳ رسما لا يحتوي علی دورات فيك ۵ ) حتوی على دورة وحيدة 
لكل ضلع (6) £ »© 6. افرض أن 2,7 رأسان لا یوجد بینهما مر في 6 . إذن 
6۵ 6» حيث 27 - ع لا يحتوي على دورات و (2)7 ۶ ©. ان هذا یناقضص 
الفرض. [] 

المبرهنة التالية والتي تنسب إلى كيلي 08163 تعطي عدد الأشجار المعلمة 
الولدة للرسم ,كل . 
مبرهنة (۲,۱۰) 

عدد الأشجار المعلمة المولدة للرسم K,‏ يساوي ”7. 
البرهان 

لتكن (,...,1,2)- 7 هي رژوس الرسم ,6 . نعرف أن عدد المتتاليات من 
الطول 2 -7 المأخوذة من 7 يساوي 7”7. عليه يكفي للبرهان إيجاد تقابل بين 


الأشجار ۳ 


الأشجار العلمة الولدة للرسم ,£ والتتالیات من هذا النوع. لكل شجرة معلمة 
مولدة 7 للرسم ‏ نعرف التتالية (م ,,...,:0,) كما يلي. ليكن ,5 أقل عدد 
في 7 درجته 1» اختر 4 الرأس الجاور لي ر. احذف ,ى من 7. اعتبر رد أقل 
عدد فی (,5)- 7 درجته 1 في ,7-5 اختر ٤‏ الرأس المجاور لر رى. کرر هذه 
العملية حتى تحصل على ,/ وسيكون ما تبقى من الشجرة رأسان فقط .على 
سبيل المثال الشجرة العلمة في شكل(۲,۲) تعطي المتتالية (4,3,5,3,4,5). 





لعکس الاجراء لاحظ ولا أن أي رأس « من الشجرة 7 يظهر 1- () ب 
مرة في التتالية ( و ,/,...,:/,). ومنه الروژوس التي درجتها 1 هي التي لا تظهر في 
التتالية. لایجاد 7 من (وما,....:/,) نتبع الاتي. لیکن > أصغر عنصر في 7 
درجته ليست في (وم/,...,2/:) » ارسم الضلم ارت گر ٩:‏ اصغر عنصر فق 
( 6 - رم درجته ليست في od‏ ارسم الضلع وكا استمر بنفس 
الطريقة حتى محصل على 2 -77 ملكا االو 1ف اد الا حصل على 
7 بإضافة ضلع بسن الر سین المتبقيين في المجموعة الو كاك a‏ 
السهل ملاحظة أن متتاليتين مختلفتين تقابلان شجرتين مختلفتين. عليه أوجدنا 
التقابل المطلوب. 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
)1,۳( تطبيقات على الأشجار 

يعطي برهان مبرهنة (۲,۷) طريقة لإنشاء الشجرة المولدة. ببساطة نقوم 
بالتخلص من الدورات بالحذف المتتابع لبعض الأضلاع. لكن هذه الطريقة ليست 
مناسبة للاستخدام في الحاسب الآلي. فيما يلي سنعطي بعض الخوارزميات التي 
يمكن من خلالها الحصول على شجرة مولدة باستخدام الحاسب الآلي. 
خوارزمية (۲,۱) 

الدخل : رسم مترابط ). 

المخرج : شجرة مولدة للرسم ©. 
الخوارزمية 

۱- اراق رأس لاع ,۷ وضع [” = ,7و ¢= E,‏ و (ى) = 1. 

۲- افرض أن (,,,7) = ,7 قد أنثيئت لعدد صحیح 1 < ۸. اختر ضلعا 
CE‏ ,€= ,۷ حيث ,67 ۷ و ,#7 م ۷. ضع زگ یراع را خست 
ToT NES PU‏ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 
مبرهنة (۲,۱۱) 

إذا كان (, 7) = © رسما مترابطا فان خوارزمية (۲.۱) تعطی شجرة مولدة 
ارم 
البرهان 

نفرض أن الخوارزمية تتوقف بعد 77 خطوة. إذن نحصل على (,, نار 20 ,1. 
نريد إثبات أن ,7 شجرة مولدة للرسم 6. ستثبت أولا أن ,7 شجرة وذلك 
باستخدام الاستقراء الرياضي على 7 لإثبات مايلي: لكل عدد صحيح 


الا شجار مج ۶ 


7 > 157 فان ,7 شجرة. اذا كان 1 - 7 فان م = ,£ وعلیه (,۲,۳) = 1 
شجرة. الآن نفرض أن (,,,1) = +1 شجرة حيث 77> 1>۸ عدد صحیح. 
من الخطوة (۲) في خوارزمية )۲,١(‏ واضح أننا حصلنا على ,,,1 من ,1 بإضافة 
رأس لأ Vr‏ وبإضافة ضلع 7ع ,€ یربط اين لاع /1 ای ۶۷ Vr,‏ 
ما آن ,7 لا تحتوي على دورات فان ,7 لا تحتوي على دورات لان الضلم 
الضاف الجديد .© لا یربط رأسين من ,7. واضح أن الراس ,,,« جاور للراس 
# و با أن ,1 رسم مترابط فان ,۷ مرتبط بجمیع الرژوس النتمية إلى ,۰17 إذن 
1 رسم مترابط » وعلیه فان ,+1 شجرة. إذن ,7 شجرة. 

الآن ستثبت أن 7 شجرة مولدة للرسم ©. من أجل ذلك يكفي أن نثبت أن 
= 7#. واضح أن ۳ 
حيث ي7» ×.ليكن ,7> بز. بماأن 6 رسم مترابط فانه یوجد مر 
×= ...وی( ر من 7 إلى *. ليكن 7> رکا هو أكبر عدد صحيح 
بحيث برع .ادن ۲ع وريز و =e, 6۳٤‏ ,بر درز ولكن هذا يناقض 
الخطوة (۳) في خوارزمية (۲,۱) وعليه فان | 7|= 77. 
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> ”.ادا كان ۳ m<‏ فانه یوجد رس ۷ ع و 


(۲,۳)() أشجار التقصي العرضي وأشجار التقصي العمقي 
فيما يلي نقدم حالتين خاصتين من خوارزمية (۲,۱). 
خوارزمية (۲,۲) 
الدخل : رسم مترابط (£, 7) = © ورأس معين 2۲ ۷. 
الخرج : شجرة مولدة للرسم 6 تسمی شجرة تقص عرضي 


.۷ جدرها‎ breadth first search tree 


3 مقدمة في نظرية الرسومات 

اخوارزمية 

.1, ضع ۲,2۷ و 01 - راو 29 رط و (رطی)<‎ - ١ 

۲- افرض أن (,,1) = 7 قد أنثيئت لعدد صحیح 1< ).لیکن ۲ هو 
أصغر عدد بين الاعداد ا بحيث یوجد ضلع EE‏ ود ۷۷ حبث 
ولع ,و 7 بع ۷. ضع رمع ع1 حیث نع ”لا 7ت ربیاو 
UE‏ للح بن ۱۳ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شکل(۲.۳) خطوات خوارزمية (۲.۲) للحصول على شجرة تقص 
عرضي جدرها 4 للرسم 0. 


Ê € 0‏ 61 رحم € 
110 4 6 دراه 
۱ 8 ۵ ال ۳ 1 7 ادر 
1 1 و و 0 
شکل(۳, ۲). 


خوارزمیه (۲,۲) 

اللدخل : رسم مترابط (£, 7) = 0 وراس معین €7 <. 

الخرج: شجرة مولدة للرسسم 6 تسمی شسجرة تفص عمقي 
depth first search 6‏ جدر‌ها ۷. 

اخوارزمية 


۱ ضع = ای ق (, 2۳ ,او ) - ۱ و (Pi, E)‏ = 1 


الأشجار ۷ 


؟- افرض أن (,0,,5- 1 قد أنثيئت لعدد صحيح 1< #. لیکن 7 هو 
آکبر عدد بین الاعداد رب 12 ا رك ,€ نو کیت 
لاع ۲ و ,۶ زب ۰۷ ضع لوو وى ات Fo.‏ یا SF FIV‏ 
EU‏ ويم 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شکل(۲.4) خطوات خوارزمية (۲.۳) للحصول على شجرة تقص 
عمقي جذرها © للرسم © المعطى في شکل(۲.۲). 


6 7 A بو‎ I, 


کل 


توجد تطبیقات عديدة لاشجار التقصي. سنقدم آحد تطبیقات آشجار التقصي 
العمقي في الفصل الثامن» بینما نعطي فیما يلي تطبیقا لأشجار التقصي العرضي. 
مبرهنة (۲,۱۲) 

إذا كان (7/, 7) = © رسما مترابطا وکانت 7 شجرة تقص عرضي جذرها 
× ناجة من خوارزمية (۲,۲) فان ( ۲,۲) 2=( «,×) وك لكل 7ع ۲۷. 

لغرض اثبات مبرهنة (۲,۱۲) نحتاج إلى تقدیم بعض التعریفات والتمهیدیات. 
لنتکن ,۲....,ر ۷,۲ هي رژوس الرسم الترابط (۳, ۲)< 0 بعد توقف 
خوارزمية (۲.۲). نعرف الدلیل العرضي 1006 13751 076301 لرأس ٤7‏ < بانه 
العدد 7 > 7> 1 جك .= ۷ ونرمز له بالرمز () 8/77 . كما نقول ان الرأس 


۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


1 مرجم مباشر 0۳606665507 1۳71601216 للر آس ۲ ونكتب () م = ۸ إذا كان 
gv er,‏ | ۱۲لا - E,‏ 
عهیدیه (۲,۱) 

لیکن (£, ۲) = © رسما مترابطا و ,«,...,, ۷۷ هي رژوس الرسم © بعد 
توقف خوارزمية (۲,۲). إذا كان ز > و , ۳« ضلعاً في © وكان (,۲) م = ,۷ فان 
Pp <q‏ 
البرهان 

ادا كان 4< م فإنه طبقا للخطوة (۲) من خوارزمية (۲,۲) يوجد رأس ,۷ 
بحيث 7> 7۲و ,۷ر۷ ضلع في 6 وهذا يناقض کون (,)م - ۳ 

وبأخذ (, )2 ,۲ في تمهيدية (۲.۱) نحصل على النتيجة التالية. 
نتيجة (۲,۳) 

لیکن (£, 7) = 0 رسما مترابطا ولیکن ۷,۲ رأسين في ©. بعد توقف 
خوارزمية (۰)۲,۲ إذا كان )) (p («)) > 217 (p (v‏ 811 فان ) BEI (u) > BEI (v‏ . 
تمهيدية (۲,۲) 

لیکن (,۳)- 6 رسما مترابطا و <رآسامعینا من رژوس 6 ذا کان 
۷ رأسين في © بحیث ( 6,۲ ,> (#, *) ىك فانه بعد توقف خوارزمية 
(۲.۲) یکون ) BFI (> BFI (v‏ . 
البرهان 

سنبرهن بالاستقراء الرياضي على # العبارة التالية: لكل رأس #بحيث 
#-(»,<*«)ع4 ولكل رأس 5 غيث 1< (5,<) ,4 فان (5) BFI (a) > BFI‏ . 


الأشجار ۹ 


عندما 0 - ۸ فان 0= (4,*) 4 وهذا يقتضي أن 24 ×= ,۲ ومن خوارزمية 
(۲.۲) 1< (5) 217 لكل مء 5. علیه. العبارة صحيحة عندما 0 = /. نفرض صحة 
العبارة عند > 0.لیکن × رأسابحیث 1+ ۴= (۸,٭) ,4 ولیکن «رأسابحیث 
1+ ۴ <( ۷ ×) ی لیکن ۶ آقصر نمرمن « إلى اق © و ۷ هوالرأس الذي 
جاور ق 2. لاح ظ آن - ( ۲,۷) ,4.بماآن م أقصرممرمن « إلى *# فان 
۸ < (()۰) .سشت أن ۸ = ((#) م, *) ج4.إذا كان /-(#)م فان 
۸= (() ,)4 لنفرض أن ۷+ (») م و < (() :)4 .مان 
( ) م4 - ۸ < ((*) ,)4 فإنه ينتج مسن فرض الاسستقراء أن 
( ۰ 817 < (() م) 817. وهذا يناقض کون  )"(‏ مرجعا مباشرا للرأس × طبقا 
لخوارزمية (۲.۲). عليه -(() 2,) .ما آن 2+ <(۲,), فان 
1+ /<(()۵,:) .ومن (() +1=d, (x ,p‏ > / - (() ,) 0. 
ومن فرض الاستقراء نجد أن (( ۷) م) 877 > (() م) ۴۸7 من تمهيدية (۲,۱) ينتج 
أن ( (u) < BFI! (v‏ 811. 
بر هان مبرهنة (۲,۱۲) 

نستخدم الاستقراء الرياضي على ( ۷) 8۲7 . إذا كان ۶0( 877 فان 
1ك « ومنه 0( ۲,۲) 0 (۲,) 4 للضرض صحهة البرهنء لکل 
۸> > 0 ولنفرض أن «رأس بحيث 1+ ۸=( ) 8 .لیکن 7 آقصر مر 
من ۲ إلى <افي © و » هوالرآس الجاور للرأس ۷ف المر 2. بماأن مر 
أقصرنئمرمن × إلى « فإن )١((‏ م,«) ,> (#,*) م4. إذا كان 
(( 0 م, ×) >d‏ (, *) لك فينتج من تمهيدية (۲,۱) أن ((م) 817 >( 8171 


۰ ۵ مقدمة في نظرية الرسومات 


رن ی کت و دش ساب ا يري خر ایس 
=dç (x ,p (v )) =F‏ (۷:).وعاآن 1+ ۸( BFI‏ > (( م) م) BFI‏ 
فینتج من فرض الاستقراء أن (( ۲) م.×) = (( ۷ ,)ی ولکن 
(=k +۱) (+۱ (x ,p (+۱۸ ۴,۲ (‏ ۳,۲ ومنه 


(۲,۳)(ب) خوارزمیات لایجاد شجرة مولدة صغری 
یسمی الرسم E)‏ ۲)< > تیا رو weighted graph‏ إذا قرن ت9۱ 
طلم © فيه بعدد حقيقي غیر سالب 108 یسمی وزن الضلع ۶. كما یسمی 
جموع آوزان أضلاع الرسم (50006 وزن الرسم © ویرمز له بالرمز (۷)6. إذ 


7ج 


كان ۲ مرا بين رأسين في G‏ فإننا نسمي (۱۷)۵ 2 طول 16810 المر / ونرمز 


نار حرج 
له بالرمز (67)2/. نرمز للمسافة 6 بين الرأسين ۷ و۲ في الرسم الموزون 
6G = )7 ,£(‏ بالرمز ( 10,۲ (أو بالرمز (,4)0 في حالة دراسة رسم 
نعرف =( 0,۷ إذا كان لا يوجد مر بين 1 و ۷.ونعرف 0=( ۷ )ی 


لكل رس« في الرسم ©. 





الأشجار ۱ ت 


الشجرة المولدة الصغرى 66 50311111185 11111111117 لرسم موزون مترابط 
(, ات ) هي شجرة مولدة وزنها آصفر ما يكن والشجرة الولدة العظمی 
maximum spanning ۵‏ لرسم موزون مترابط € هي شجرة مولدة وزنها 
أكبر ما يمكن. على سبيل المثال في شكل(2,١)‏ الشجرة 7 هي شجرة مولدة 
للرسم © لكنها ليست شجرة مولدة صغری. في حين أن الشجرة ,1 الموضحة في 
شکل(۲.۱) هى شجرة مولدة صغرى للرسم نفسه. 

خوارزمية ٤(‏ ,۲) (خوارزمية برع ۳۲۱) 

الدخل : رسم موزون مترابط 6 عدد رؤوسه 7. 

المخرج : شجرة مولدة صغرى (,7,,77) = ,7 للرسم 6. 

اخخوارزمية 

۱- اختراي راس ۷ من رژوس 0 نم ضع () = 7و ۾ = ٤,‏ 
و (,,,)< ,1. 

©, افرض أن (,,,) = ,7 قد أنثئت لعدد صحیح 1< ۸. اختر ضلعاً‎ -١ 
وزنه أقل ما يمكن یربط رأسا في ,7 برأس ,۶۲ رہم . ضع ( ہم ,)= ور‎ 
. E, = 2, حيث (,بم۲) لا ے۷ = ا و )لا‎ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

یوضح شکل(۲.۱) خطوات خوارزمية بريم للحصول على شجرة مولدة 
صغرى للرسم © المعطى في شکل(۲.۵) 


2 مقدمة في نظرية الرسومات 


"0 





كن 
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مبرهنة (۲,۱۳) 

إذا كان © رسما مترابطا موزوناء فان خوارزمية بريم تعطي شجرة مولدة 
صغرى للرسم 7 . 
البرهان 

افرض أن عدد رؤوس الرسم © يساوي ”.لكل  <1‏ عدد اضلاع ,7 
يساوي 1- / وعدد رژوسه ۸ ولا يحتوي على دورات. أي أن ع 1 شجرة. 

سنبرهن الآن أن ,7 شجرة مولدة صغری للرسم ©. سنستخدم الاستقراء 
الرياضي لاثبات ما يلي : لكل عدد صحیح 1< ۰۲ الشجرة ,1 محتواة في شجرة 
مولدة صغری. !دا كان 1= ۸ فان K,‏ = 1 ومن ثم فهی متواة في شجرة مولدة 
صغری. لنفرض الآن أن الخوارزمية صحيحة عند 1- ۸. أي أن ,1 محتواة في 











الأشجار ۳ اس 


شجرة مولدة صغری؛ ولتکن . الآن عند تتفیذ اقوارزمية نختار لعا 
۷۷ = €۸ حيسث ,م61 ,۲ و ,م21 ۷ ثم نضیفه إلى ,7 لنلحصل علی 
,7 . إذا كان ( ).21 ,ه فان ,7 محتواة في الشجرة الولدة الصغری 78 ونکون 
قد آنهینا البرهان. آما إذا كان ( ۶2617 .»© فان الرسم ,6+ 7 يحتوى على دورة 
وحيدة ولتکن . بما أن ٤‏ غير محتواة في +7 فان 10,(۶-().لیکن 
2 المر من ,۷ إلى ۲ والذي حصل عليه بعد حذف ,۰ من 0 ؛ وليكن © 
آول ضلع في P‏ لیس اناف E‏ ر 2 ۵ أحد أضلاع کی 
1 و ,م21 نر . عليه (.71)6 < (17)6. ولذا فان وزن الشجرة الولدهة 
» -(,» + 1 ) = '77 أصغر من أو يساوي وزن الشجرة الولدة ۳ . إذن '77 
شجرة مولدة صغری تحتوي على :1. 

خوارزمية (۲,۵) (خوارزمية کروسکال اھkوںا))‏ 

الدخل : رسم موزون مترابط 6 عدد رژوسه 7. 

الخرج : شجرة مولدة صغری للرسم 6. 
الخوارزمية 

۱- اختر ضلعا e,‏ وزنه آقل ما هکن وضع < ,€> = ,1 الرسم الجزتيى من 
6 الولد بالضلع ,6. 

1- افرض آذ < ,0,6,,...,6> < ۰7 الرسم ا ل من 6 الولد 
بالأضلاع E Ess.‏ قد انش لعدد صحیح اد اختر ضئلعا بیع ف 
...رد6 20-186 ,تا حسث وزنه ابا هيا ع كين الو E‏ 


< ,۴۴> رسم بلا دورات. ضع طاو O‏ ور 


0 مقدمة في نظرية الرسومات 

۳- کرر الخطوة(۲) كلما آمکن ذلك. 

یوضح شکل(۲.۷) خطوات خوارزمية کروسکال للحصول على شجرة 
مولدة صغری للرسم © العطی في شکل(۲.۵). 





مبر هنه (۶ ۲,۱) 

إذا كان 6 رسما مترابطا موزوناء فان خوارزمية کروسکال تعطي شجرة 
مولدة صغری للرسم ©. 
البرهان 

لیکن < ,ر6,,:6,...,6> = ,7 الرسم الجزئي من 0 المخرج يخوارزمية 
کروسکال. ستثبت أولا أن ,7 شجرة مولدة للرسم 6. بما أن ,7 بلا دورات 
فانه يكفي إثبات أن كل راسين (0) ٤7‏ ۷,۲ يرتبطان عمر في ,7. بماآن ٥‏ 
مترابط فانه يوجد گر ۷= ,ر , ...و ,2 - . نرمز للضلع ,×× بالرمز 
,لکل 1- ۲> ز > 1. لیکن (,1)/ © ,7. نلاحظ أن ,7+ ,7 يحتوي على 
دورة وحيدة © آحد آضلاعها ,7 بینما أضلاعها الأخری أضلاع في ,,1. علیه. 
20-7 ۴ رن ,7 من ,۲ إن وغل فانه يكن احصول علی مسار 


الأشجار ت ت 


في ,من ٤‏ إلى ۷بوضع ۶ مكان ,ر كلما كان (8)77» رذن ,7 
شجرة مولدة للرسم 60 و 77-1- . 

سكت الآن ان < دمر ...وو © © > = ,1 شجرة مولدة صغرى للرسم ). 
ما أن 6 رسم منته فان عدد أشجاره المولدة منته. لتکن 1 شجرة مولدة صغرى 
للرسم ). 

من الخوارزمية ؛ واضح أن (رم©) ۷> ٠٠١‏ > (يع) ۷> (رع) «. ليكن / أصغر 
دليل بحيث ( ۶7 ,ء. نلاحظ أن ,6+ 7 يحتوي على دورة وحيدة ) أحد 
أضلاعها ,© بينما أضلاعها الأخرى أضلاع في '7. بما أن , ,7 شجرة فإنها لا تحتوي 
على © ؛ عليه» تحتوي © على ضلع / بحيث (17)3ع / و (, ,)۶ /. 

ندعي أن (.©6 1<( /) «. لغرض الحصول على تناقض افرض أن 
.w (> )6,(‏ ہا أن 7# لم يختر من خلال الخوارزمية فان /+ ,1 يحتوي 
على دورة. إذن 7 تحتوي على دورة وهذا هو التناقض النشود. 

نلاحظ الآن أن ,ه+ 7- 7 شجرة مولدة صغری للرسم © آحد آضلاعها 


,6. بتکرار الا جراء السابق نجد أن ,1 شجرة مولدة صغری للرسم Rê‏ 


(۲,۱۳)(ج) خوارزمية ایجاد آقصر مر في رسم موزون مترابط 
خوارزمية (۲,۲) (خوارزمية دیکسترا )یاز(0) 
الدخل : رسم موزون مترابط © عدد رژوسه 7 ورأس معین (6) 67 ,۷. 
الخرج : شجرة مولدة (,,,7) = ,1 للرسم © بحيث (۷,, رك = (,,) 4 
لكل () > 1. 
فیما يلي نستخدم الرمز (/© 2 بدلا من (4)00,,1. 


ای مقدمة في نظرية الرسومات 


الخوارزمية 

۱- ضع (,,) = 1 حيث (,) - ,۷ و # - ٤,‏ واعتبر 0 > (,6. 

۲- افرض أن ( ٤,‏ ,,7) = ,7 قد عرف لعدد صحيح 1< ۲ وأن (120 قد 
حسبت لكل E‏ اختر ا ملل لا نحيث ,2۲ رر و ,۲ وحسث 
EP ,,xy eE(G)}‏ ی ۲ : ( tw (xoyo) = ۱۱0۶ Jtw (xy‏ زى 36) 10 . ضع 
لبو وم ) = رما حيتث )لا ,۷ = ۷ و مل = م۷ وار )لا ,£ = E,‏ 
وضع (ہ ۷ *) ۷+(, »)2 =( 16 

۳- كرر الخطوة(۲) كلما آمکن ذلك. 

يوضح شكل(۲,۸) خطوات خوارزمية ديكسترا للحصول على شجرة مولدة 
للرسم 6 حيث الرأس المعين هو ×. 


2 1 0 1 0 1 0 
X 0 00‏ ۹ ) ۲ ز سا 22 
5 1 








الأشجار ت 


مبرهنة (۲,۱۵) 

ES‏ ع باهو وى 4 هراس ما نان شور مه 
ديكسترا تعطى شجرة مولدة 7 للرسم 6 بحيث (2, ۷ 4 = (0,,۷ لكل 
eV (G)‏ 1. 
البرهان 

افرض أن عدد رؤوس الرسم © يساوي « وليكن (,,07- ,7 الرسم 
اخزتي من 6 المخرج بخوارزمية ديكسترا. ستثبت أولا أن ,1 شجرة مولدة 
للرسم ). |ذا كانت ,, 7 (©©) 7 فلیکن ,427 و ,۷( 2۷7 .با أن 
6 مترابط فإنه يوجد في کر الاك لون اروب قتي 37د هلوقم ار 
دليل حيث ,لك ,× و ,2 ى,*. ادن يمكن تكرار الخطوة(؟) من الخوارزمية 
بعد الحصول على ,7 وهذا تناقض. عليه ,, 1 -<(6) 7؛ أي ۸= . واضح 
أن ,7 رسم مترابط وبلا دورات لكل 7ك > 1. وعليه فان (,2., 0 - ,7 
شجرة مولدة للرسم 7). 

سنثبت الآن أن (#,, م) ر = (,,0 لكل (0) ٤7‏ #. سنستخدم الاستقراء 
الرياضي على * لإثبات مايلي: لكل عدد صحيح 7> 1>۸ فان 
رب برك =( ”)ىه لكل ,€7 1. 

إذا كان 1= ۸ فان (, ۷ - 0 <(0,,۲۱ی#. نفرض الآن أن الطلوب 
صحيح لأجل = ge‏ 22 يع الضلع المختار بالخوارزمية عند 
وغل اق و تا جع و اا ون ليك ۶ الف 
(الوحید) بين ۷۰ و ,۷ ف الشجرة وبر لم Pa,‏ مرا مختلفا 
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عن 7 من ,۲ إلى ۷ق الرسم ©). ليكن 7 أصغر دليل بحيث © ,۲ 
و 2 ,رم (انظر شکل(۲.۹)). بناء على الخطوة (۲) من الخوارزمية فان 
)رب DV, + O‏ >( 0 10+ (ى) 2. من ناحية ثانية فان 
len(P) (۲ (¢0 «4)‏ د (بى سراف( Og, Yg.) S‏ مدر 0( 


ادن /e۸n)P')‏ ك (ببع 0۷ ,۰0 وبالتالي فاد ( م ۷ر ۷) 2g‏ = زنع ۷۷ 1n‏ 





تمارين 
۱- ارسم الااشجار غير التمائلة التى عدد رؤوسها 7. 
۲- هل الشجرة رسم ثنائي التجزتة ١‏ 


۳- هل یوجد شجرة متتالية درجاتها 3,3,1,1,1,1؟ 


- آثبت أنه إذا كان © ضلعا في رسم مترابط © فانه توجد شجرة مولدة 


للرسم © بحيث یکون © أحد أضلاعها. 


الا شجار 5 2 


8 لتکن 1 شجرة عدد رؤوسها 4 ومتتالية درجاتها dod...‏ آثبت 


a = 2۸ -2 أن‎ 


ا 


1 ا Ul‏ اا أعداد صح حة موجه بخسست 


27-2 ح ۱۹ 7 


7 

() آثبت آنه یوجد ,۲ بحیث 1ت ,4 و 1< 4. 

(ب) استخدم الاستقراء الرياضي لاثبات أنه توجد شجرة متتالية درجاتها 
...ورا . 

۷- أعط مثالا لرسم (8, 7) = © ليس شجرة ويحقق 1-| ۱-۱۷ . 

8- إذا كان 6 رسا عددرؤوسه ۷ و علد أضلاعه © و عدد مركباته / 
فاثت اق E‏ 

4 - آثبت أن عدد الرژوس التي درجتها 1 في شجرة ذات رأسين أو آکثر 
يساوي (2 - (,068)۷) و 5 +2. 

۰ لتکن 7 شجرة عدد رژوسها 7 وعدد رژوسهاالتی درجتها / 
يساوي +7 لكل 0< . آثت أن 

7 =n, + 2n, + 3n, + An, +... 91 ...ل نل‎ 2 

۱- کم عدد الأشجار الولدة للدورة التي طولما ؟ 

۲- اذا کانت 7 شجرء فأثبت آن (7) ) یتکون من رأس واحد آو من 
رأسین متجاورین. 

۳ - يقال إن الرسم تمض E‏ ذاتيا self-centered‏ إذا كان 
(0) 7-(6) 6©. جد الأشجار المتمركزة ذاتیا 


0 مقدمة ثي نظرية الرسومات 

٤‏ - آثیت العبارة التالية إذا كانت صحبحة أو أغط مقالا مناقضا إذا كانت 
خاطئة : إذا كانت ,1 و 15 شجرتين مولدتين للرسم © فيجب أن يكون بينهما 
ضلع مشترك 

۵- لتكن 1 و 15 شجرتين مولدتين للرسم © . ليكن (,1705-(07) 7ع ,©. 
أثبت أنه يوجد (,[) £ -(,]) e, > ٤‏ بحيث تكون كل من ,6+(,6-,0) 
و ,+(:6- <) شجرة مولدة للرسم 6 . 

- لتکن 7 شجرة عدد رژوسها 7 ؛ ولیکن 6 رسا غیت 1- 7 <(660. 
أت أن 0 بحتوي على رسم جزئي يماثل /. [إرشاد : استخدم الاستقراء 
الریاضی على [n‏ 

۷- إا کانت 7 شجرة عدد رژوسها 7 فأثبت أن 7 قائل رسما جزئیا 


من در ر6. 
- جد جمیع الأشجار 7 بحيث تکون 7 شجر ة ضا 
49- جد جميع الأشجار 7 التي هي رسوم منتظمة. 
۰- استخدم الاستقراء لرياضي على عدد الأضلاع لاثبات أن 
<| | لكل TPES‏ 
الأب ا کان 7 بسا موزونا اطا یت لا بیجن اسان نیت اقب 


| -[ 








الوزن فأثبت أنه توجد شجرة مولدة صغری وحيدة للرسم © . 
الاڪ و © رسما موزونا مترابطا حيث « دالة الوزن للرسم CF‏ ولیکن 
1 عددا بث (ع) ۷< ۷۲ لكل ( .e e ٤)6‏ عرف الداله 1 جه (0) ۷:2 كما 


يلي () «- 14 - (6) ۷ لكل ( ©2)0 > .٠‏ بين أن مسألة إيجاد شجرة مولدة 


١ الأشجار‎ 


عظمى (صغرى) للرسم 6 الذي دالة الوزن له هي س عکن تحويلها إلى مسألة 
ایجاد شجرة مولدة صغرى (عظمی) للرسم 07 عندما تكون دالة الوزن له هي 


0 


۳- عدل كلا من خوارزمية بريم وخوارزمية كروسكال بحيث يكون المخرج 
شجرة مولدة عظمى. 

4- لكل رسم من الرسوم الموزونة الترابطة في شکل(۲.۱۰) جد شجرة 
مولدة صغری. 

05- لكل رسم من الرسوم الوزونة الترابطة في شک ل(۲.۱۰) جد شجرة 
مولدة تحوي آقصر المرات من 4 إلى باقي الرژوس في الرسم. 

1 لكل رسم من الرسوم في شکل(۲.۱۱) جد شجرة تقص عرضي 
جذرها ۷ و شجرة تقص عمقي جدرها ۷. 








رمن رهام 


الرسوم الأوبلربة والرسوم الهاملتونية 
EULERIAN GRAPHS AND‏ 
HAMILTONIAN GRAPHS‏ 
(۳,۱) الرسوم الأويلرية 
تعتبر مسائل السارات من المسائل المهمة في نظرية الرسومات. وموضوع هذه 
السائل هو البحث عن مسارات تحقق شروطا مفروضة. ومن الناحية التاريخية» 
فقد بدأت نظرية الرسومات عندما حل آویلر مسألة من هذا النوع وهي مسألة 
احسور السبعة والتي سوف نقدمها في ختام هذا البند. 
لتكن ') دارة في الرسم 7ے ل Eulerian circuit‏ في G‏ 
إذا كانت تحتوي على جميع أضلاع وجميع رؤوس 0 ونقول إن 6 رسم 
آويلري 27200 5ةنرءان8 إذا كان © يحتوي على دارة أويلرية. وبالمثل» إذا 
كان 7 طريقا مفتوحا في الرسم 6 فان 7 يسمى طريقا أويلريا Eulerian trail‏ 
إذا كان يحتوي على جميع أضلاع وجميع رؤوس © ؛ ونقول إن 6 رسم 
نصف آويلري graph‏ erilanاEul-sem1‏ ادا كان ) ختوی على طریق آويلري. 
تعطينا المبرهنة التالية تمييزا للرسوم الأويلرية كما أن برهانها يزوّدنا بخوارزمية 
لانشاء الدارات الا ويلرية: 


ب مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (١,؟)‏ 

لیکن تا و سما غير صفری. عندئلی 6 رسم آويلري إذا وفقط ادا كان 7( 
مترابطا وكانت جمیع رژوسه زوجية. 
البرهان 

ليكن © أويلريا. إذن توجد دارة أويلرية 2۲ رین × 
رأس في المتتالية بره,۰۰,,,ه يلتقي عددا زوجيا موجبا من المرات مع 
الأضلاع ؛ كما أن الرأس ,×= ,×= × يلتقي بالضلعين ,©.,©. وعليه فان 


جميع رؤوس ©) زوجية. 





۱ ۱ 


نفرضص الان أن 6 مترابط وأن درجات جمیع رژوسه آعداد زوجية موجبة. 
سنستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الاضلاع 7 لاثبات الطلوب. إذا كان 
1= « فان © يماثل الرسم 7 في شکل(۳.۱) آما إذا كان 2= ۸ فان © اٹل 
أحد الرسمين ,7 في شکل(۳.۱) ؛ وعليه فان ©أويلري عندما يكون 1= ۸ 


0 


شکل(۳,۱). 
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آو 22 «. تفرش الان إن 8<2 وآن النتیجة صحيحة عندما یکون عدد 
الأضلاع آقل من 7؛ كما نفرض أن عدد اضلاع (2, 7) - 0 يساوي 7. 
تنشیم الان ط ریقا رک ۰۰۰۵ 26ح ,1 وفق الخوارزهية التالية : 

۱- اخترأي راس 6F‏ ىن وصم ×= ن 1. 

- افرض أن الطریق , × ۴٨,۴8٠6,‏ - ,7 قد آنشی. اختر ضلعا 

ا ا € من ار 2:۰۰۰ 6,6 | - E‏ 
وضع در جم © م 1 6۰۰۰۵ ولا رگ نت < پررا 
(۳) كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

بماأندرجة × في الرسم 6,۳۰۰ ا - 6= 77 تساوي 0 فان 
م - بر ؛ وعليه فان ,7 دارة في الرسم ©. إذا كانت ,1 حتوي على جميع 
أضلاع © فان © يكون رسما أويلريا. نفرض الآن أن ,7 ليست دارة أويلرية في © 
ونعتبرالرسم غير الصفري 8 . لتكن , ,۰۰۰,, ,77 هي المركبات غير الصفرية 
للرسم . واضح أن كلا من , ٠٠.27‏ 7۱:27 رسم مترابط ودرجات جميع 
رؤوسه زوجية موجبة» وبتطبيق فرضية الاستقراء نجد أنه توجد دارة أويلرية ,') في 
,8 لكل ”,ء-:,1,.2- ۶.وعاآن © مترابط فانه يوجد على الأقل رأس مشترك بين 
الدارة ,,7 والرسم ,7 لكل ”.1,2,0 - :. نضيف الان الدارة ,0 إلى الدارة ,7 
عند الراس المشترك لكل 1,2,۰۰.,7- ۶ فتحصل على دارة آويلرية ف ۶). 
مثال (۳,۱) 

الرسم © في شکل(۳.۱) في آويلري لأنه مترابط ودرجات جمیم رژوسه 
زوجية. إذا بدآنا بالدارة مره..۰رهه فانه عکن إضافة الدارات برهبره6 ره ,6 


٦٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


۰ و6 ,66 عند الرژوس ۶ .غل الترتیب لنحصل على دارة اول ة 
ي ت) هي 

10 °18 ۴17 مرك و6 مرك و۰۰6 و6 و6 ورك جر6 جر Ce‏ 
ملاحظة (۳,۱) 

بمكن للقارئ أن يرى بسهولة أنه يمكن تعديل الاثبات الاستقرائي في 
مبرهنة(73,1) بحيث نبداً بأي دورة في © لإنشاء دارة أويلرية في 6. 
نقدم الآن خوارزمية جيدة لإنشاء الدارات الأويلرية في الرسوم الأويلرية. 
خوارزمیة(۳,۱) خوارزمية فلوري (Fleury's algorithm)‏ 

المدخل : رسم آويلري .G=(V ,E)‏ 

المخرج : دارة أويلرية في € 
الخوارزمية 

۱- اختر أي رأس ٤۲‏ ,× وضع ,×= 10. 

۲- افرض أن الطریسق .¥ 6۰۰۰6 ترك E E‏ اختر ضلعا 
ايراع هن ان ای وات ار فبك م وس مر ال ا 
ر۰۰۰,6 ,16,۵ - 0 6 إلا |ٍذا لم يكن هناك خیار آخر. 

۳- کرر الخطوة (۲) كلما آمکن ذلك. 
مبرهنة (۴۳,۲) 

اذا كان (1, 7) = 6رسما انتل با فان کا ظريق مدقي بوساظة رارز 
(۳,۱) هو دارة أويلرية فى 6. 
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البرهان 

یکن و8 888 طریقا منشاأً بوساطة خوارزمية فلوري في 6. 
مما أن درجة ,× في الرسم ,0,۵,۰ 1 - =G‏ ,7ا تساوى 0 فاد ×= ,× ؛ 
وعليه فان ,7 دارة في الرسم ©. لغرض الحصول على تناقضء افرض أن ,1 
لا تحتوي على جميع أضلاع الرسم ©. ضع 

ىك 7= 5 , (0< ت«عع1 في الرسم ,0: 7ع «)- 8 

واضح أن ۶۵ ؟» وما أن © مترابط فإنه یوجد على الأقل رأس مشترك بين 
لدارة ,7 واجموعة ؟. کذلك» واضح أن > ,×= ى+*. ليكن > ”>0 
هو آکبر عدد صحیح بحیث 5 × و ٩‏ ہے× ولتکن 
۱ يصل 6ن رأس من ل ورأس من 3 اع 16- ۸4 

ينتج من تعریف 4 أن ¢ > (( ee,‏ - )۸۲۱ وعليه فان 
زو دوب ورب ) ت ( €€€{ N(E‏ . ومن تعريغف 7 ينتج أن 
زيبىم© !> ,16:۵2:۰۰ - )۲۱ 4. إذن ببره جسر في الرسم 6 (انظر 
شکل(1(۳.۲)). ولا كانت درجة ,× في الرسم ,6 آکبرمن 0 فانه یوجد ضلع 
"بق ی FE,‏ 6 و ۶ عاآن 2 جسرق ,© فان 


الخطوة (۲) في خوارزمية فلوري تقتضي أن '© جسر في ,,07). 
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وعلیه فانه توجد مرکبات , ,17,7 للرسم ['1©,,,,6- ,6= 1 بحیث 
eH,‏ ری رات ,, 1 (انظر شکل(۳.۲)(ب)). واضح أن =X, cH,‏ 
نلاحظ أن و۲ ر × ۰ ان الوحیدان في الرسم ,). إذن الرژوس 
الفردية في الرسم 7 هي بب × ,× ویر .م*. ولما كان ,×= »× رأسا في المركبة 
رل بسیب السار ۰۰۰ eg‏ بر فان الركية ,۳ تحتوي على رأس فردي واحد 
هو ۾ × ؛ وهذا یتناقض مع أن عدد الرژوس الفردية في ی از ناوشا 
مثال (۳,۲) 

الرسم 0 في الشکل(۳.۳) آويلري لأنه مترابط ودرجات جمیم رژوسه 
زوجية. إذا بدأنا بالرأس « وطبقنا خوارزمية فلوري فانه يمكننا إنشاء دارة أويلرية 
ف 6 مثل الدارة : ومبرمعموعرعي6 وم 6. 


€5 





لیکن © رسما غير صفري. عندئلو» © رسم نصف آويلري إذا وفقط إذا 
كان 6 مترابطا ویحتوی بالضبط على رأسين فردیین. علاوة على ذلك » کل 
طریق آويلري في © يبدأ بأحد الرأسين الفردیین وينتهي بالرأس الفردي الآخر. 
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البر هان 

ليحن 6 نصف آويلري. إذن یوجد طریق أويلري ۲06۳۱۰۰۳ فق 7). 
واضح أن © مترابط وأن كلا من ,×,,× رأس فردي بينما الرؤوس الأخرى 
„ 2¥ ورد رژوس زوجية. 

نفرض الآن أن (:7, 7) = 6 مترابط وحتوي بالضبط على رأسين فردیین 
EAL a‏ © يصل بين 4 فنحصل على رسم جديد 
78> ل عبت |08 £> E‏ ان كي مترابط وجميع رژوسه زوجية 
فإنه أويلري ؛ وعليه توجد دورة آويلرية © في 77 .نحذف من ) فنحصل 
على طریق آويلري 7 في 6. 





ملاحظة (۳,۲) 

|ذا کان © وسا نصف آويلري وکان رآساه الفردیان هما ۸,۵ فانه كد 
إنشاء طریق أويلرى في © بعدة طرائق. 

ا دا © يصل بين الرأسين الفرديين ثم ندشی دارة أويلرية 
في الرسم الحديد ؛ ثم حذف الضلع €. 

۲- ننشئ طریقا من 4 إلى 5 ثم نضيف الأضلاع الأخرى إلى هذا الطريق. 

۳- نعدل خوارزمية فلوري بحيث نبدأ من رأس فردي. 


۷۰ مقدمة في نظرية الرسومات 
مغال (۳,۳) (مساألة احسور السبعة) 

نقع مدينة على نهر وتنتشر أحياؤها على ضفتي النهر وعلی جزيرتين تقعان 
في النهر. تتصل أجزاء هذه الدينة بوساطة سبعة جسور كما هو موضح في 
شکر(:,۳)(). 

هل یوجد مکان في هذه الدينة يحيث ننطلق منه ثم نعبر كلا من الجسور السبعة 
مرة واحدة ثم نعود إلى ذلك الکان؟ 

مشل الرسم في شکل(۳,4)(ب) نموذجا ریاضیا لب ذه الدينة حیث تمل 
الاضلاع احسور. ويمكن صياغة السوال السابق کمايلي : هل هذا الرسم 
آويلري؟ واضح أن الرسم بحتوي على رژوس فردية وعلیه فانه غير آويلري. 
نلاحظ انه غير نصف آویلری ایتا 


مارین (۳,۱) 

١‏ - بين فیما إذا كانت الرسوم العطاة في شکل(۳.۵) آويلرية أو نصف أويلرية 
أم لا. إذا كان الرسم آویلریا فجد دارة أويلرية فيه» وإذا كان نصف آويلري فجد 
طر یقا آویل با فیه. 

۲- هل يمكن إضافة عدد من الجسور كي یصبح حل مسألة احسور السبعة 
مکنا؟ 

وب نكا و دارة في الرسم الترابط 67 ولیکن 7 الرسم الناتج من 7) بعد 
حذف أضلاع ©. إذا كان 7 غير صفري فأثبت أنه يوجد على الأقل رأس 


مشترك بين ) و 2/. 


الرسوم الاويلرية والرسوم ااملتونية ۷۱ 





4- |ذا گان © رسما وکانت جميع رژوسه زوجية فأثبت آن 6 لا غنوي 
على جسور. استنتج أن أي رسم آويلري لا يحتوي على جسور. 
۵- () ما هی قیم 7 بحيث یکون ,۸ أویلریا؟ 
(ب) ما هي قیم 7.77 بحيث یکون , ,۸6 آویلریا؟ 
(ج) ما هي قیم ” بحیث یکون ,© آویلریا؟ 
(د) ما هي قیم 7 بحيث یکون ,7 آویلریا؟ 
(ه) ناقش الفقرات السابقة بحيث یکون الرسم نصف اويلري. 
5- لیکن © رسمامترابطا. أثبت أن © أويلري |ذا وفقط |ذا كان يمكن 
تقسیم ارت منفصلة ضلعیا. 
۷ لیکن 6 رسما بسیطا غير صفري. نرمز للرسم الضلعي للرسم © بالرمز 
(0) 7 ونعرفه كما يلي : رژوس (1)0 هي أضلاع © ویتجاور رأسان في 
(0) 7 اذا وفقط إذا کانا متجاورین في 6. 


۷۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


([) |ذا کان 0 رسما بسیطا آویلریا فاثبت آن (0) .2 آویلری. 


(ب) آثبت صواب أو خط اما لے : اذا كان (0) 7 آویلریا فان 6 
اويلري. 


(۳,۲) الرسوم اماملتونية 

تسمى کل دورة مولدة لرسم © دورة هاملتونية 6۷۰۱6 صهنمم)اتصعاط في 
0 ویسمی كل مر مولد ل © مرا هاملتونیاً طنهم مهنهماانصعکای 6. وإذا 
احتوی الرسم 6 على دورة هاملتونية فیقال انه رسم هاملتوني 
«Hamiltonian graph‏ أما ادا احتوى 6 على مر هاملتو ني فيقال انه رسم 
نصف هاملتو ني .Semi-Hamiltonian graph‏ 
ملاحظة (۳,۳) 

بدأ هاملتون دراسة الرسوم الماملتونية بالرسم الوضح في شکل(۳.۱) والذي 
هو اسقاط لا ني عشری الوجوه 0006031605017 على الستوی. 





مر هنه (۳,۶) 
ادا كان ) ید هاملتو نا فان | 8| > ( 5- 6) ۰077 لكل مجموعة جزئية فعلية 


غير خالية 5 من (0) ”7 حيث ( 5 - 0) 0077 هو عدد مركبات الرسم 5- ©. 


الرسوم الاويلرية والرسوم ااملتونية ۷۳ 


البرهان 

تتحقق العلاقة عندما یکون 1-(5- 0) 07#2ج. لذلك » نفرض أن 
comm )G -$ (= ۳ <[‏ و آن بر 660.7 هي مرکبات الرسم - 7). 
ولتکن ٠٠۷,۴, ۷,8,٠,‏ ۷۴۷ دورة هاملتونية في 7 واضح أنه اذا كان ۾ 
هو آکبر دلیل بحیث ,60 ,۷ فان > ,۷ حيث نعتبر ,۷= م۷ عندما يكون 
= .وا أن هذا متحقق لكل 77> ۰17 فينتج أن .comp (G - 8 ( > S|‏ 
مبرهنة (۳۲,۵) 

ليكن 0 رسمارتته 3 7. ولیکن ۲ رأسين غير متجاورين في 6 بحيث 
7 0687 + 0687 . عندتلی 6 هاملتوني دا وفقط ادا كان + 0 هاملتونيا. 
البرهان 

واضح أنه اذا كان 0 هاملتونیا فان ۷+ 6 هاملتوني. الان» نفرض أن 
۷ ) هاملتوني. وبهدف الحصول على تناقض» نفرض أن © غير هاملتوني. 
ادن كل دورة هاملتونية في ۷ ) لابد أن تحتوي على الضلم 0 لتکن 
لاير6( =) و ۷ ۷ ر ۷= يه : € دورة هاملتونية في ۸۷+ 6). إذا 
وجد 7-1> 3>1 بحيث ,دا جاور ل ,۲ و ,<* جاور لي ,رت فان الدورة 
۱ ۷۱۷۰۷۰۰۰۰۷ الموضحة في شکل(۳,۷) تكون هاملتونية في 7). 
إذن لكل رأس ,۲ مختلف عن ,۲ ومجاور ل ,< في 6 فان الرأس , ,۷ غير مجاور 
ل ,,۷. وعلیه » فان 


۰ + . 


22-1 ˆ 1 [1 


¥ 


deg, 17 <n -2-(deg, ¥, -1( =7 -1- deg, v, 


اذن 7-1 > ,۷ عeل‏ + ,062,۷۲ ؛ وهدا تناقض. ل] 


۷ مقدمة في نظرية الرسومات 





1 


شکل(۳,۷). 


لیکن # رسمارتیته « ولتکن ,۰0 ر6(,0,6-),6 متالية من 
الرسوم بحیسث ,× ,6= ربر0» ری« رأسان غير متجاورین في الرسم 
© » #< ,بر ,162+ x,‏ موعل لكل 1- > ۰0۱ وحيث #> بر ,۵62+ deg x‏ 
لكل راسين غير متجاورین في وكا بسمی ,6) اغلاقا closure‏ للرسم .G‏ 
مبرهنة (1,؟) 

(ذا کان 0 رسمارتبته «؛ وکان کل من 8 ر6 قال 0 ؛ فان 
تاه و 
البرهان 

لتکن ,6,,۵,,۰۰۰,۵ هي متتالية الأضلاع التي أضيفت إلى © للحصول على 
,0 ؛ ولتكن ,۰۰۰ هي متتالية الأضلاع التي أضيفت إلى © للحصول 
على ,/6. ستثبت أن كل ,» ضلع في ,01 وأن كل ,/ ضلع في ,6. وبهدف 
الحصول على تناقض» نفرض أن 7 هو أصغر دليل بحیث (,,©) 1ع ,©. ضع 


06و06 16+ 7)- +H‏ ادن H‏ رسم جزني را كل هعرد الرسمين Cr,‏ 


الرسوم الاويلرية والرسوم ااملتونية ۷۵ 


ف تاب عدت - ,© ؛ ينتج من تعریف ,© أن 7< ۲ deg, x +deg,‏ 
وعليه» فان 
< مر روعل + y - deg, x‏ ,موعل + x‏ ,068 

ويتناقض هذا مع کون × و ر غير متجاورين في ,,©. وبالثل» كل ,7 ضلع في 
روا ات ان كعم 1م" 

بناء على مبرهنة (۰)۳,۷ فانه یوجد اغلاق وحید للرسم 6 الذي رتبته 7. 
نستخدم الرمز (۰)6 للدلالة على اغلاق ©. 
مبرهنه (۳,۷) 

0 رسم هاملتونی إذا وفقط |ذا كان (6) © رسما هاملتونيا. 
البرهان 

نفرض آننا قد أنشأنا (0) بعد إضافة الأضلاع ,۰6,,۵:,۰۰۰,6 على التوالي» 
إلى ©. ضع ,6+ ,6= ,6 لكل > 157 حيث 0- 00 و (6)0- ,0. 
ينتج من التطبيق المتكرر لبرهنة (۳,۵) أن 6= ,6 هاملتوني إذا وفقط إذا كان 
© هاملتونياء وأن ,6 هاملتوني إذا وفقط إذا كان ,6 هاملتونياء وهلم جرا. 
إذن ,6= © هاملتوني إذا وفقط إذا كان (0) © هاملتونيا. 
نتيجة (۳,۱) 

إذا كان 50000 3 7 وإغلاقه ,/<(6)» فان 6 هاملتوني. 
البرهان 

الرسم التام ,6 هاملتوني. إذن (7) © هاملتوني وینتج من مبرهنة (۳,۷) أن 
6 هاملتوني. 


۷٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


نتیجه (۳,۲) 

ادا كان 6 رسمارتته 3< 7 وكان 7< 068+ 068 لكل رأسين X,Y‏ 
البرهان 

ينتج من تعريف (6) © أن ,= (جاء. وعلیه» استنادا إلى نتيجة (١,۳)ء‏ 
نجد أن 6 هاملتونی. 
نتيجة (۳,۳) 

اذا گان © رسمارتبته 3< ود وکان 2 2 لکل )G(‏ 7> ×» فان 6 
البرهان 

5 Fi ۱1 

اضع ان 7< —+—> 162۷ + 1682 فا 2,۷ یت ورن د: 

واضح لا دارع 8 لكل راسين ,۲ غير متجاورین 
فى 6.اذن 6 هاملتونی بناء على نتیجة(۳,۲). 
نتيجة (۳,۶) 


۱ 


۱ / 7-1 
ادا کان 7) وارد 3 < ۲۱ و ححمه 111 ؛ و كان 4 2 ]د فان 


6 هاملتونی. 
البرهان 


إذا كان ,۸= © فان © هاملتوني. الآنء نفرض أن ,۶ 0 .لیکن ,× 





أى رأسين غير متجاورين في دان جاه أن 7 < زع06+ 068 . ضع 


۱ ۲ ى 2 -- 71 3 
(د.ج)- 6- اا واضح أن | 2 رد وان 





E(H) 





E (G)|- 





degx +degy = 


الرسوم الاويلرية والرسوم ااملتونية ۷۷ 


ٍذن 


7 - [ 7 - 2 
016۵ ۲ + 6۵0 ۷ 1 ۲ ۰2-] ۲ | 


وعلیه. فان 7< 068+ degx‏ لكل رأسين ,× غير متجاورین في 6. 
بالاستناد إلى نتيجة (۳,۲) نجد أن © هاملتوني. 
مبر هنه (۳,۸۱) 

لیکن 0 رسما رتبته 3< 8 وکن 2 متتالية درجات 0 حیث 
بر > ۰۰۰> رک #. وافرضص آنه لکل > 8 ]ذا كان .0 اسان 
۸-< ,4 عندئلی یکون © هاملتونيا. 
ابر هان 

سشت أن (0) © رسم تام. بهدف الحصول على تناقص نفرض أن ()ء 
غير تام. وللبساطة» نستخدم فيما يلي الرمز 0687 للدلالة على درجة الرأس ١‏ 
في الرسم (©0)0. بما أن (7) © غير تام فإنه يمكننا أنه نختار رأسين ,× بحيث : 

(آ) ,× غير متجاورين في (6) ع 

m = deg x > deg y )ت(‎ 

deg x + deg y < 7 (ج)‎ 

(د) ر 62 + × 162 آکبر ما يمكن 


۰ أ ]۰ ۱ ۱ ۱ MH f‏ ل 7 ى جب 
نلاحظ أنه ينتج من (ب) و(ج) أن 37 ۲ deg‏ « وان 7- > ۲ .deg‏ 


ع 
[ ۷ غير جاور ل ري (G){y }):c(G)‏ ”)اع - ۵ 
(« غير جاور ل × في (6(۱6((:۰)0) 20۳ - 7 


۷۸ مقدمة قي نظرية الرسومات 








ادن 
y < -1-(n -m) =m -1‏ عع -1- م - | 
7 - 1- مم ح | 7 


وینتج من (د) أن - ۲ 168 > ۲ 62 لكل eS‏ ۲« وأن ور م > degv <deg y‏ 
لكل 7> «. وعلیه, فانه يوجد على الأقل ” رأسا بحيث إن درجة کل منها فى 
( 6) » (ومن ثم في 6) آصغر من أو تساوي 77 ؛ إذن 77> ,,4. ومن ناحبة ثانية 
نلاحظ أن 8 تقتضي أن =m <n ~m‏ × عمل . إذن یوجد على الأقل 
- م - 1+ -1- - |( یں 7 | رأسا بحيث درجة كل منها في (۰)0 
(ومن ثم في 0) أصغر من 7-77. وعليه فان 77-77 > , ,4. إن هذا يعطينا 
التناقض المطلوب. 
مبرهنة (۳,۹) 

لیکن ((2) نان )G(=7‏ )< © رسما ثنائي التجزئة. عندئل 

(0) إذا كان |7| |7| فان 6 غير هاملتوني. 


ر ۲۱۱-۷ وکان ۷ لكل (06) 2۲ «؛ فان 





5 
7 





(ب) إذا كان 2 < :7 - 
© هاملتوني. 
البرهان 

() لنفرض أن |ر |> |۰۱ إذن : 

comp )0 -1” ل‎ ۱۲۰۱ < | 

وعليه فان تطبيق مبرهنة(7,5) يؤدي إلى أن © رسم غير هاملتوني. 

(ب) بهدف الحصول على تناقض » نفرض أن © غير هاملتوني. ما أن ,, 
هاملتوني لكل 2 < ۰7 فإنه يوجد رسم غير هاملتوني 1 بحيث 6 رسم جزئي 














لرسوم الأويلرية والرسوم ااملتونية ۷۹ 


مولد للرسم ۰1 وحیث +١‏ 17 هاملتوني لكل (87) ٤٤‏ ». لسیکن 
e7‏ ,> × رأسين غير متجاورين في 2. بما أن ر×+ 7 هاملتوني و 77 
غير هاملتوني » فإن كل دورة هاملتونية في + 17 محتوي على الضلع XY‏ 
وعليه فإنه يوجد مر هاملتوني 7 من × إلى في 77. 


0 (x =۷ 2 ۰ ع) رود برد ۲و"‎  ( 


حيث الع رر ۷ر رو ۷ر ۲ و اولح نو ۲رد ۲. 

لكل [2 - 27 ,4,6,۰۰۰)ع ۰۶ إذا كان ( 4) >٤‏ ۲۳,۱ فان () ££ بر ۷۳ 
وذلك لأن ( 77) E‏ € برد ۲ _ ۷یفتصی و وج ودالدورة الباملتونية 
Dg N‏ لوقا وى الا ۷۲ ي الرسم غير المباملتوني 7 . ادن 
يوجد 1- ,462۷ رأسا غير جاور للرأس ,ر« في المجموعة (,۲)-,7. ولكن برا 
غير نجاو س ا ود بولا 


2 وبا آن ِ» 168 فان رح > 0681 - 77 > 068۷ 5 و هدا : يعطينا 


التناقض المنشود. ل] 

إنه لأمر طبيعي أن يصاحب الشروط التعلقة بالرسوم الباملتونية شروطا 
متعلقة بالرسوم نصف الهاملتونية. وتوضح كل من النتيجتين التاليتين ذلك. 
نتيجة (۳,۵) 

إذا كان 6 رسما رثبته 7 وكان 7-1< degx +degy‏ کل رأسین X,Y‏ 


غير متجاورين في 0 ؛ فان © نصف هاملتونی. 


A.‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 
إذا كان 7-1 فان ,۸= 6»> وعليه فان 6 يحتوي على مر هاملتوني تافه. 
نفرض الآن أن 2 + ونضع +K‏ 6- 8 حيث (2 -(,1) 7. نلاحظ أن 


3< 1+ - |( ۷ز) ۲ وان 





1+ ۲1<7+ بر deg, x +062, ۲ < 0682 x +1+ deg,‏ 
لكل رأسين ,۲ غير متجاورین فى 7/. وبالاستناد إلى نتیجة(۳,۲) نجد أن 1 
هاملتوني. الآنء نختار أي دورة هاملتونية 6 في ۰7 فيكون (2)- © مرا 
هاملتونیا في ©. إذن © نصف هاملتوني. 
نتيجة (۳,۲۱) 
ادا كان 0 رسما رتته 7 و کان ی #اعء لكل (6) لاء ۲ ؛ فان ) 


البرهان 
واضح أن 


۲۱-1 77 - [ 


4+ = 77 -[ 





degx +degy > 


لكل رأسین ,× غير متجاورين في ).ادن 0 نصف هاملتوني بناء على 
نتىجة(٥,۳).‏ ل] 

على وجه العموم» تعتبر مسألة بیان فيما إذا كان رسم ما هاملتونيا أم غير 
هاملتوني من المسائل الصعبة ؛ وتتمتع الدورات الماملتونية حخواص تساعد على 
إنشاء تلك الدورات كما يمكن استخدام تلك الخواص لبيان أن رسما ما رسم غير 


هاملتوني. نسرد فيما يلي بعضا من تلك الخواص. 


الر سوم الاو يلرية والرسوم اهاملتونية ۸۱ 


() اذا كان « رأسا یت 2 - degv‏ فان کل دورة هاملتونية يجب أن تحتوي 
على الضلعين الساقطين على .١‏ 

(ب) ادا كان ۷ راسا بحیث 2 < 0687 فانه يمكن استخدام ضلعين فقط من 
الأضلاع الساقطة على ۷ عند إنشاء دورة هاملتونیة وعليه تهمل الأضلاع 
الأخرى الساقطة على « بحذف تلك الأضلاع عند المضي في إنشاء الدورة. 

(ج) عند إنشاء دورة هاملتونية في الرسم © فإنه لا يمكن الحصول على دورة 
في رسم جزئی من 6 إلا ذا احتوت تلك الدورة على جمیم رژوس 1 

(د) إذا احتوی الرسم البسيط الترابط على جسر أو مفصل أو رأس درجته | 
فانه غير هاملتوني. 


مارین (۳,۲) 

۲- إذا احتوی الرسم الترابط 6 على جسر أو مفصل أو رأس درجته 1 
فاثبت آن 6 غیر هاملتونی. 

۳- إذا کان © نصف هاملتونی فأثبت أنه لا یوجد فى © ثلائة رژوس درجة 
کل منها 1. 

© - ادا كان 0 منتظما من النوع 4 وعدد رژوسه 7 فأثبت آن 7) هاملتونی. 

0- إذا كان © منتظما من النوع # وعدد رؤوسه 1- 24 فأثبت أن 6 

5-إذا كان © منتظمامن النوع ۴ و 2+ ”2 <(0) 7| فأثبت أن 6 

۷- آثبت أن ,0) رسم هاملتونی لكل 5< 7. 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


۸- آثبت أن الکعب الفوقي ,© رسم هاملتونی لكل 2< 7. 
- إذا كان الرسم الثنائي التجزئة ( ,7لا ,7) = © نصف هاملتوني فأثبت 
أنه إما |, ۲۱۱۱۲ ۰۳۱۱-۳۷ 


أو 1= 











.77 لیکن 6 رسما بسيطا هاملتونيا عدد رؤوسه 3 < 7 وعدد أضلاعه‎ - ٠١ 
(Gr جموعة رژوس مستقلة (آي»› غير متجاورة زو جا زوجا) في‎ I 2 0 لتکن‎ 
. 111 - 11" < 7 ولیکن (2- *062) < = 7۱ آثبت أن‎ 


2 3 
-١١‏ إذا كان 3< 7 فجد عدد الدورات الماملتونية الختلفة في كل من ۸K,‏ 
و , MW‏ 




















۲- ادا كان 2 < 7 فجد عدد الدورات الماملتونية الختلفة في .K,‏ 
۳- إذا كان 1< 7 فجد عدد المرات الماملتونية الختلفة في ,رم 


4 - لكل من الرسوم في شکل(۰)۳,۸ بين ما إذا كان الرسم العطی هاملتونيا 
وإذا كان كذلك فجد دورة هاملتونية فيه. 





الرسوم الاويلرية والرسوم ااملتونية ۸۳ 


۵- جد اغلاق ,يغ . 





.)۳, ٩(لکش‎ 


۷- أعط مثالا لرسم غير هاملتوني © رتبته د < 7 وحجمه ۰171 حست 


m= +1 
2 


(شس (م(بم 


الاستوائية 
PLANARITY‏ 
)4,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية 

الرسوم (1) و (ب) و (ج) في شكل(5.1) تمثل نفس الرسم ,K.نقول‏ عن أي 
منها إنه ثيل للرسم ,. لاحظ أنه في التمثیل في الشکل () يوجد ضلعان 
متقاطعان هه و 8 بينما في كل من الشكلين (ب) و (ج) لا توجد أضلاع 
متقاطعة. نقول عن ثيل لرسم 6 انه تمثيل مستو ۲60۲69601۵100 lı! planar‏ 
كان لا یوجد فيه تقاطعات بين الأضلاع (لا يشترط في التمثیل الستوي أن تکون 
لاضلاع مستقيمة) : ونقول عن رسم انه رسم مستو graph‏ 0121127 ادا وحد له 
ثيل مستو. عليه ۸ رسم مستو. سنثبت فيما بعد أن كلا من الرسمين 3 


ور غير مستو. 











00 





A“‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ليكن © رسما مستویا وليكن مثلا في الستوی بتمثيل مستو. إن هذا التمثيل 
یجزی المستوى إلى أوجه حيث كل منطقة مترابطة من المستوى متبقية بعد حذف 
رژوس واضلاع الرسم 7) تسمی وجها 6 ویسمی الوجه غير احدود الوجه 
الخارجي 1266 :161ناه. شکل(4.۲) يوضح اسه سساو 0 


والوجه الخارجي 0 





7 (the outer face ) 


شك 2 


المبرهنة التالية تسمی صيغة أويلر Euler's formula‏ 
مبرهنة (۶,۱) 

ادا كان ) با راخ وکین ۷ وعدد أضلاعه © وعدد 
آو جهه ر فان 2= ۷۲-۵+7. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد أضلاع ©. إذا كان © رسما مترابطا 
عدد أضلاعه يساوي 0 فان ,6 = 6. عليه فالمساواة متحققة في هذه الحالة ومنه 


AV اا‎ 


المبرهنة صحيحة عندما يكون 0= ء. افرض أن المبرهنة متحققة عندما يكون 
0< و لقم 77 رسما مستویا مترابطا عدد رژوسه « وعدد آضلاعه ۲+1 
وعدد آوجهه / . نرید برهان أن 2= كر +(1+ ۸) -«. لدینا حالتان : 

الحالة الاولی : 7 لا جحتوی على دورات» إذن 17 شجرة. من مبرهنة (۲,۲) 
1+ /< ۷-1 < ۵ ومنه 2 = ۰۷ وحیث إن الشجرة رسم مستو وله وجه واحد 
فقط هو الوجه الخارجيء أي 1= 7 فان FSFE An‏ 
أي أن البرهنة صحيحة في هذه ا حالة. 

الحالة الثانية : 77 يحتوي على دورة. عين دورة في 7 وضلعا ۷× فها. عليه 
H —xy‏ رسم مترابط مستو عدد أضلاعه ۸ وعدد رؤوسه ۷ وعدد أوجهه 
كر (لاحظ آن وجهین من # آصبحا وجها واحدا نی چ 1# من فرضية 
الاستقراء 2 -1-كر +2 -< ومنه 2= 7+(1+)- ۰۷ عليه المبرهنة صحيحة 
في هذه الحالة. 0 

لاحظ أن شرط الترابط ضروري في المبرهنة السابقة فعلى سبيل المثال الرسم 
المكون من رأسين منعزلين» يحقق شروط البرهنة ما عدا شرط الترابط ومع ذلك 
فهو لا حقق المساواة لأنه فى هذه الحالة 3 -2-0+1 - f‏ + م (ا. 

النتيجة التالية هى تعميم لمبرهنة (4.۱). 
نتيجة (4,۱) 

ادا كان 6 رسما مكزعا غاد لوف < وعد عه 6.وضدد ا یه 


وعدد مركباته «Kk‏ فان [ +ع - +f‏ 6 ۷ 


AA‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 


لتکن و 6 هي مرکبات الرسم 6 بحيث عدد رؤو س المركبة 
7) هو ۰ و عد د أضلاعها ©. با أن 07( رسم مترابط مستو فانه ينتج مم 
۳ 


رخن (1,£) أن 2= ,+ 8 ,۷. ومنه 2k‏ - ( ,7+ € ۷) < . آي 


[- 
1 ۱ "۳ 1 ت ۱ 
7 - ,+ ,6 < - الا. ولکن لو و رو ,56 -». كذلك كك 
 -1 i=] =1 i=] i =] / 21‏ 
لن لوجه الخارجي یتکرر في كل الرکبات فیکتفی بحسابه مرة واحدة. عليه 
-e +f +) -1( -‏ ۲« ومنه 1+ O .v-e+f =k‏ 
على الرغم من أن عدد الأضلاع في الرسم الذي عدد رژوسه 7 قد يصل إلى 


)1 ا صلعا كما ق الو سم التام eK,‏ إلا أ ال الأعلى لعدد لاضلاع ٤‏ 


الرسيم الستوي أقل من ذلك كما فق النتيجة التالية. 
نتيجة (۶,۲) 

ادا كان 6 رسما مستویا مترابطا عدد رژوسه ۷ وعدد آضلاعه 3< ۵ فان 
31-6 2 € 
البرهان 

لیکن 0 رسما مستویا مترابطاً عدد رووسه « وعدد آضلاعه ۵ وعدد آوجهه 
أ . نکون رسما ثنائي التجزئة (ظ,1۲,۲) = 11 حیث ...)= × هي 
جموعة أضلاع 01 1 ۲هي مجموعة آوجه 7). یکون ۲ 
ضلعاً في ۶7 ذا كان الضلع × أحد الأضلاع التي تحد الوجه (. لكل وجه رز 
لاحظ أن 3 <( ,عمل لأن طول أي دورة على الاقل 3. وهذا أیضا متحقق 


الاستوائية ۸۹ 


للوجه الخارجي لأن 3 < ء. كذلك 2 > (2) ,عمل لأن أي ضلع يحد على الأكثر 
وجهين. ينتج من مبرهنة )١,5(‏ أن 
رب - ( د ينا 
۳ ۳ 

عليه 37 < | |< 26 ومنه 7 < 2. ما آن © رسم مستو مترابط فهو يحقق صيغة 
آویلر آی آن 2= 7+ ۲-۵ ومنه 6= 37 +36 - «3. عليه 6 < 20 + 36 - 3۷ 
ومنه 6 - 3۷ > 0. 
ملاحظة (4,۱) 

6 -30 > © متحققة أيضا عندما یکون الرسم © في نتيجة (4.۲) غير مترابط. 
ونترك إثبات ذلك ترینا للقارئ. 

النتيجة السابقة تستخدم غالبا لإثبات أن رسما ما غير مستو كما في النتيجة 
التالية. 
نتيجة 5,7١‏ ) 

۸ رسم غير مستو 
البرهان 

للرسم .2 : 6-10 ,5 < ۷. ومنه 38-6 - 9 < 10 - #. ادن حسب 
kK. (TIS‏ رسم غير مستو. 
مبرهنة (۶,۲) 

اذا كان 0 رسما مترابطا مستویاً فانه یوجد ق 6 رأس × بحيث 5 > («)ع06. 
البرهان 

ا 


ف اس 


۷ هو عدد رؤووس و ع عدد أضلاعه. اذا كان 3> « فان المطلوب 


36 مقدمة ثي نظرية الرسومات 


6 -30 > ۵. نفرض أن مجموعة رژوس 7 هي ی ان 3 7 اونعرضص 
آن 6 < ( )462 لكل 7ع ر. من مبرهنة (۱,۱)؛ 
2e - deg(x, ( + 062) (+۰۰۰۰ 168), (‏ 
اذن ؛ 
2e < 068), (+ 068) (+۰۰۰ + 68), ( < 6+۰۰۰+ 6 < 6‏ 

وعلیه فان 3< ». ومنه فان 6- 37 > 5 أي أن 6- > 0. وهذا تناقض. 
نتیجه )٤, ٤(‏ 

اذا كان 6 رسما مستویا مترابطا ولا بحتوي على مثلثات وعدد رژوسه ا 
وعدد أضلاعه 3< ع فان 4- 20 > 6. 
البرهان 
متروك قرینا للقارئ. 
نتيجة (5,5) 

:و1 رسم غير مستو 
البرهان 

متروك تمرینا للقاری. 

لاحظ أنه إذا تحقق لرسم 6 عدد رژوسه ۲ وعدد أضلاعه © أن 3-6 > م 
فهذا لا يعني بالضرورة أن الرسم مستو. على سبيل المثال الر و يحقق المتباينة 
لكنه غير مستو. أي أن عكس نتيجة (4.۲) غير صحيح. 


(۲:) قسنم الأضلاع ومبرهنة كوراتوسكي 


في شکل(8:۳)» الفرق بين الرسمین © و 8 أن الضلم عه في © قد آبدل 
بالمر © في 27 . لاحظ أنه لو كان الرسم © مستوياً فان الرسم 17 مستو لأنه 


الاستوائية ۹۱ 


يمكن الحصول على تمثيل مستو للرسم 77 من التمثيل الستوي للرسم © بابدال 
الضلع 4 بالممر ©. والعکس كذلك صحیح. أي أنه يكن الحصول على 
فثیل مستو للرسم © من تمثيل مستو للرسم 1. نعرف عملية قسم ضلع 
edge subdivision‏ في رسم 6 بأنها حذف ذلك الضلع وإضافة مر طوله 2 
يربط بين طرف الضلع احذوف. ويقال عن رسم 7 ai}‏ قسم subdivision‏ 
للرسم ‏ ذا أمكن الحصول على 287 من © بمتتالية منتهية من عمليات قسم 
الأضلاع. في شکل(۳,٤)ء‏ الرسم ‏ قسم للرسم 6. 





هنه کوراد 751 “ التالية والتی ستقدمها دون بر ھان تى 

يدت 2 و 1 k‏ لتالية وا 1 ۴ بر ها 
لبيوا للرسوم المستوية» علما آنها ليست خوارزمية مناسبة لاختبار استواء رسم. 
مبرهنة (4,۳) 

یکون الرسم مستویا إذا وفقط إذا كان لا يحتوي على رسم جزئی یکون قسما 
للرسم و أو للرسم وي . 
مخال (4,۱) 

سنستخدم مبرهنة (8.۳) لاثبات أن الرسم © العطی في شکل(4.4) والذي 


یسمی رسم بیترسن 6067567 رسم غير مستو. الرسم 7 في شکل(1.) هو 


۹۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


6-0 وهو رسم قسم للرسم ر۸ كما هو موضح في شكل(5.5). من مبرهنة 





١‏ - هل يمكن أن يكون لرسم مستو 70 رأسا و 75 ضلعا و 6 أوجه؟ 

۷- کان 6۶ رسما مستویا عادر اوی ۷ وعد ا اا 3 < 6ع فأثبت 
أن 32-6 > ۵. 

۲- لأي رسم مستو (77, ۲)< 6» نقول إن 6 رسم مستو آعظمي 
maximal 1:‏ ادا كان + © غير مستو لكل رأسين غير متجاورین 
۲ ريق |ذا کان 6 رسما مستویا أعظمیا عدد رژوسه 3 < « وعدد أضلاعه 
8 فات أن 3۷-6 < 6 . 

5- إذا كان © رسما مستویا مترابطا ولا بحتوي على مثلشات وعدد رؤوسه 
۷ وعدد أضلاعه 3 < 6 فاشت أن 4 >y‏ ب 


الاستوائية ۹۳ 


5- اذا كان 0 رسما مستويا مترابطا عدد رؤوسه ١‏ وعدد أضلاعه © وطول 


E 





آقصر دورة فيه یساوی ck‏ فاشت أن (2-) 2 


۷- استخدم تمرين 1 لاثبات أن رسم بیترسن غير مستو. 
۸- استخدم رین 1 لاثبات آن الرسم ‏ العطی في شکل(0.؟) غير مستو. 
4- إذا كان © رسما ثنائي التجزئة بحيث 4 < (۵)0 فبين فیما إذا كان © 
مستویا آم لا. 
۰- استخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرکبات لاثبات نتيجة (1.۱). 
-١١‏ جد قيم 7,7 بحيث یکون كل من الرسوم التالية غير مستو. 
(Î)‏ ,7 


(ج) ,0 
ی ایا ات وکین 
() اذا كان 6 > « فأثبت أن 0 أو 6 مستو. 
(ب) إذا كان 11< « فأثبت أن 6 أو 6 غير مستو. 
(ج) إذا كان 8 = « فأعط مثالا لرسم 6 بحيث كل من 6 و 67 مستو. 
وأعط مثالا لرسم 7 بحيث كل من 77 و 77 غير مستو. 
؟- 
(أ) أثبت أن ,© يمائل الرسم 77 العطی في شکل(1.0) 


(ب) أثبت أن ,0 غير مستو. 





(لفمن راس 


تلوبن الر سوم 
GRAPH COLORING‏ 


(۵,۱) تلوين الرژوس 
لیکن (£, 7) = © رسما بسیطا ولتکن © مجموعة نسمیها جموعة الألوان ونرمز 
لعناصرها بالرموز ٠٠٠,رء,,©.‏ كل تطبيق ج 7 كر بحيث (نز) ۶7( «) دن 
رأسين متجاورين ٤7‏ ,× يسمى تلوينا لرؤوس © أو اختصارا تلوینا للرسم 
coloring 0‏ hمraع.‏ نقول إن © قابل للتلوين بالنوع ۶ إذا وجد تلوين ل 6 
عندما -|| ویسمی التلوين في هذه الحالة تلوینا من الدرجة #. نسمي 
)2 العدد اللوني 000067 chromatic‏ للرسم G‏ ونعرفه كما يلي : 
| يوجد تلوين من الدرجة ۾ ل 6: ۳۱8۱( 2)0 . 

تحتوي المبرهنة التالية على معلومات بسيطة ومباشرة حول العدد اللوني. 
مبرهنة (9,۱) 

() إذا كان عدد رؤوس 6 يساوي 7 فان 7> ( 2)0 . 

(ب) اذا كان رسيا گرا ید 6 فان ( 06) ۲ >( 2)87 . 

(ج) إذا كانت ,6,٠٠٠,ر‏ 6,6 هي مرکبات 6» فان (,0) 2 ×4" =( ) بر 


l= =F 


CMI‏ 0 رسما صفریا: 


ت ۹ 


۹ مقدمة ثي نظرية الرسومات 


(ه) 7( ,)7 لكل 1< 7. 

(و) إذا كان ,× رسما جزئیا من © فان 7<( 2)6 . 
البرهان 

الاثبات مباشر ونترك التفاصیل کتمرین للقاری. ۲۱ 

تعطي البرهنة التالية مییزا سهلا للرسومات التي عددها اللوني 2. 
مبرهنة (۵,۲) 

لیکن © رسما غير صفري. عندئنی 2( إذا وفقط إذا كان © ثنائي 
البرهان 

لیکن (:2, 7) = 0 ثنائي التجزئة بحيث ۲۱0۲ = 7. بما أن © غير صفري 
فان 2 <(0) 7 . بتلوين عناصر × باللون ,© وعناصر 7 باللون ,© نجد أن 6 
قابل للتلوین بالنوع 2 » وعليه فان 2 -(7)6 . 

بالعکس » افرض أن 2=( 2)6 . إذن يوجد تلوين من الدرجة 2 ل ©. لتكن 
۸ مجموعة الرؤوس الملونة باللون ,© و ۲ مجموعة الرؤوس الملونة باللون ,©. 
إذن كل رأسين في × يكونان غير متجاورين كما أن كل رأسين في ۲ يكونان غير 
متجاورين أيضا. وهكذا فان كل ضلع في © يكون أحد طرفيه في × والطرف 
الآخر في ۲.علیه. (£, 7) = 6 ثنائي التجزئة حيث ۲ل × = 1.7 

ينتج من المبرهنتين السابقتين أن تمييز الرسومات التي عددها اللوني 1 أو 2 
أمر سهل. لا يوجد تمييز بسيط للرسومات التي عددها اللوني ۰3 ولكن توجد 
نتائج تعطينا حدودا دنيا وحدودا عليا للعدد اللوني. 


تلوين الرسوم ۹۷ 

نتيجة (۵,۱) 

3( 6) 2 إذا وفقط إذا كان 6 يحتوي على دورة فردية. 
البرهان 

نعلم من مبرهنة )١1,5(‏ أن © ثنائي التجزئة إذا وفقط إذا كان © لا يحتوي 
على دورات فردية ؛ وبتطبيق مبرهنة (۵,۲) ينتج المطلوب. ل 

نذكر الآن بدلاللات بعض الرموز. 

۸ )6 ( - max {degv :۷ eV (G ) 0 

۵ )0 ( = min ! بوعل‎ ver (G)} (ب)‎ 

(ج) إلا راس مجاور للراس ×: ز) -(*) × 
مبرهنه (9,۳) 

x (G (> ۵)(+1 
البرهان‎ 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس 7 إذا كات 1= ۸ فان 
0 -(4)6: 1-(72)6 ويتحقق المطلوب. افرض الآن أن النتيجة صحيحة 
لكل رسم بسيط عدد رؤوسه 1< ۸ وافرض أن 6 رسم عدد رژوسه 1+ 7. 
اختر رأسا « في 6 واعتبر الرسم ۷- 0. بما أن عدد رؤوس «- 6 يساوي 7 
فانه ينتج من فرضية الاستقراء أن 1+( - ۸)6 >( ۷- 0) 2 وعلیه فانه يوجد 
تلوين من الدرجة 1+(<- ۸)6 ل ۷- ©. افرض أن ( <- ۸)6 =( ۸)6.إن 
المتباينة ( 4)6 > |( ) ۷ تبين لنا أنه يمكن تلوين « بأحد الألوان المعطاة والذي 


يختلف عن ألوان الرؤوس المجاورة لر « وعليه نحصل على تلوين من الدرجة 


۹۸ مقدمة في نظرية الرسومات 
1+( )4 ل ©. آمااذا كان )»- ۸(G)# ۸(G‏ فان A(G -v)<۸(G)‏ 
وعليه فانه يمكن تلوين ۲ بلون مختلف عن الألوان العطاة فنحصل على تلوين 
من الدرجة 2+(<- 4)6 ل 6.أى»ء نحصل على تلوين من الدرجة 
J A(G)+1‏ 0. ۲۲ 

واضح أنه إذا كان © رسما تاما أو دورة فردية فان 1+( ۸)6 =( 4)6 . وإذا 
استثنینا هذه الرسوم فانه يمكن تقوية مبرهنة (۵,۳) بحيث يصبح اخد العلوي 
(©)4. نستخدم في إثبات المبرهنة المقواة طريقة لتغییر آلوان رژوس ما بحيث 
نحصل على تلوين آخر للرسم. تسمى هذه الطريقة إعادة التلوين ونقدمها فيما 
يلى. ليكن لدينا تلوين من الدرجة 2< # للرسم © ولتكن © مجموعة الالوان. 
لتكن 5 مجموعة جزئية من ) بحيث 2 <|5]| وليكن (5) 77 الرسم الجزئي من 
6 احدث بمجموعة الرؤوس التي آلوانها من 5.. واضح أنه إذا كان لدينا تبديل 
ل قفان اجراء هذا التبدیل على آلوان رژوس م كات ماك (8) 77 یعطینا 
تلو نا 3 وب کب ES)‏ نالا ره ( H (S‏ عندما تکون 
ا اک اك ور 
مثال (۵,۱) 

نستخدم 1,2,3 بدلا من به,یه,,ه للدلالة على آلسوان السرژوس في 


شکل(۵,۱) التالي الذي یوضح تقنية اعادة التلوین باستخدام (1,3) 77. 








تلوين الرسوم ۹۹ 

مبرهنة (۵,6) (مبرهنة بر و کس 870018) 

إذا کان (۳, 7) = 0 رسما بسیطا مترابطا غير تام يحيث 3<( 4)6 فان 
( )4 >(2)6. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس 7. بما أن 4)0(<3 فان 
4< . إذا كان 4= 7 فان © يمكن أن يكون أحد الرسوم الثلاثة (أ)» (ب) 
(ج) الموضحة في شکل(۵,۲). 








00 (ب) ١ج(‏ 


شکل(۵,۲). 


واضح أن العدد اللوني لكل من الرسمین في الشکلین (60,۲() و (۵,۲)(ب) 
يساوي 3 وأن العدد اللوني للرسم في شکل(60,۲(ج) يساوي 2 ؛ وعلیه فان 
( 4)6 >(0) 7 . نفرض الآن أن 5 < 7 وأن البرهنة صحيحة عندما یکون عدد 
الرژوس يساوي 1- 7. ليكن عدد رژوس ‏ يساوي 7. إذا وجد 2۲ ۷ بحيث 
( 4)6 > «ععل فانه يمكن تلوین الرژوس ف (0 ۸۷ بألوان عددها آقل من 
(۸)0 وبتلوين « بلون آخر نجد أن © قابل للتلوین بالنوع (۸)6. إذن نفرض 
أن © منتظم من النوع (۸)6 -4. 


٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ليكن ٤7‏ «. ينتج من فرضية الاستقراء أن «- 6= 2 قابل للتلوين بالنوع 
۸ إذا وجد ,2 بحيث إن الرؤوس في ( ”0 ۸۷ غير ملونة به فانه يكن تلوين ۲ ب 
» ويكون © قابلا للتلوين بالنوع 4 . إذن نفرض أن [, ۳,,۳,,۰۰,۲) - (0) ۷ 
ا ۷,-۰۰, ۷,۷ ملونة على الترتیب بالالوان م,»,-۰۰,ر», ف تلوین من 
لدرجة ۸ للرسم 1. 

نعتبر الان الرسم H (c,,c,)‏ حيث ۶7 .ادا كان ,۷و ,۲ ينتميان إلى 
مرکبتین مختلهتين في هذا الرسم فاننا نعید تلوین رژوس إحدى الرکبتین فنحصل 
على تلوین من الدرجة ۸ ل 17 بحيث یکون آحد الألوان غير مستخدم في تلوین 
لرژوس في (”) ۸ وبتلوین « بهذا اللون نحصل على تلوین من الدرجة ۸ ل 6. 
إذن نفرض الآن آن ,۲ و ,۲ ینتمیان إلى |حدی مرکبات (,,6) ل ولتکن ر 77 

إذا كانت درجة ,۲ فى ,7 آکبرمن 1 فانه یوجد رأسان فى (,۲) × لهما 
اللون ,»۰ وهکذا فانه یوجد لون ره مختلف عن ,© و ره لم يستخدم في تلوین 
الرژوس في (,) ۸۷ عند تلوین 77. وعلیه فانه يمكن اعادة تلوین ,۲ باللون »6 
ومن ثم تلوین « باللون ,© فنحصل على تلوین من الدرجة ۸ ل 0. لذلك 
هکن فرض أن درجة ,۲ في ,7 تساوي 1. وبالثل يمكن فرض أن درجة ,” في 
,7 تساوي 1. ليكن 7 مرامن ,ل إلى ,« في ,27 » ولتفرض أن درجة أحد 
رؤوس ‏ الداخلية في ,7 أكبر من 2. ليكن © هو أول رأس بهذه الصفة من 
جهة ,۲« ولنفرض أن © له اللون ,». إذن يوجد ثلاثة رژوس في (2) × لها 
اللون ,© ؛ وهكذا فإنه يوجد لون ,» مختلف عن ,© و ,» لم يستخدم في تلوين 


الرؤوس في (2) ۸۷ عند تلوين 7. وعليه فانه يمكن إعادة تلوين © باللون م» 
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ومن ثم إعادة تلوين المر الجزئي من 2 بدءا من ,۲ وانتهاءٌ بالرأس الذي يسبق 
© مباشرة فنحصل على تلوین یکون فيه ,۲ له اللون ,». وهكذا فانه يمكن 
تلوين ١‏ باللون ,». وبالثل إذا كان © له اللون ,ء فانه يمكن تلوین ۲ باللون 
© أيضاً. إذن يمكن الافتراض أن ,۸1 مر من ,إلى ,”لكل از 

لیکن ,۶۷ 2 رأسا بحيث 2 ينتمي إلى كل من ,11 و ,11 حيث ۶ ). 
إذن 2 له اللون ,© ويوجد رأسان في (2) ۸۷ لهما اللون ,» كما يوجد رأسان 
في (2) N‏ لمما اللون ,». وهكذا فإنه يوجد لون ,» مختلف عن ,©, ٥,٥,‏ لم 
يستخدم في تلوين الرؤوس في ( 2) ۸۷ عند تلوين 77/. وعليه فإنه يكن إعادة 
تلوین 2 باللون ,© ومن ثم إعادة تلوين المر اخزئي من 8 بدء! من الرآس 
الذي يلي 2 مباشرة وانتهاء بالرأس ,۷ فنحصل على تلوین یکون فيه ,۲ له 
اللون ,©. وهكذا فانه يمكن تلوين <« باللون ». إذن يمكن الافتراض أن 77 
0-0 لبما رأس مشترك واحد هو 7 

الآنء نتم البرهان وذلك بأن نبين أن الافتراضات تؤدي إلى التناقض بأن © 
رسم تام. افرض أنه یوجد رأسان غير متجاورین ۰۱و ولد لیکن 0 هوالرأس 
جاور للرأس ,۲ في ,2. واضح أن © له اللون ,».لیکن ,« رأسا مختلفا عن 
کل من ,۷ و ,۷. باعادة تلوین ,7 حصل على تلوين یکون فيه ,۲ له اللون .٥,‏ 
في التلوین الجديد» تنتمي © إلى کل من , 17 و , .إن هذا یناقض الفرض بأن 
27 و لهمارآس مشترك واحد هو 17 ,۲ و ¥ متجاوران لکل 
۶ 1. علیه» الرسم التام ۸ رسم جزئي من ©. ولكن 6 رسم منتظم من 
النوع ۸ ومترابط ‏ إذن ,,,< 0. وهذا هو التناقض الطلوب. "۲ 


۱۰ مقدمة في نظرية الرسومات 


يمكن الاستناد إلى مبرهنة (0,5) للحصول على تقریب للعدد اللوني 
اع + کما یکن استخدامها آحیانا لعرفة 2069 بدون آن نلون 6 وذلك 
عندما تکون درجات رژوسه متقاربة. 
مثال (۵,۲) 

نعتبر رسم بیترسن .با أن ۴ منتظم من النوع 3 فانه ينتج من مبرهنة 
(0.5) أن 2)(>3.وماآن 7 محتوي على دورة فردية فان 3<() 7 
حسب النتيجة (۵,۱). وعلیه فان 3-() ۰ ۲0 

لا كانت النجمة ,, رسما ثنائي التجزئة فان 2-(,,7:)16 ولکن 
۸),,(<7. ویجد القاری بسهولة أن 7-1- (,407 بینما 4-(, )2 
لكل عدد زوجي 4 < 7 و3-(,2)07 لكل عدد فردي 5 < 7. وعلیه توجد 
رسومات © بحيث يكون الفرق کبیرا بين ( 2)6 و(۵)0 وتكون مبرهنة 
بروکس قليلة المائدة بالنسبة لما. 

نقتصر الآن الدراسة على الرسوم المستوية حيث توجد نتائج قوية. تعتبر 
مبرهنة الألوان الأربعة أبرز هذه النتائح وقد استند الإثبات بقوة إلى الحاسوب ؛ 
من الجدير بالذكر أن السعي لإثباتها قد أثرى نظرية الرسومات بالعديد من النتائج 
ونورد فيما يلي نص إحدى صيغ هذه المبرهنة. 
مبرهنة (8,5) (مبرهنة الألوان الأربعة) 

(ذا کان € رسما سغعرياء فان 0(>4)بر. 

يمكن بسهولة إثبات أن 6> ( 6) 2 . في الحقيقة:ء يكن استخدام الاستقراء 


الرياضي على عدد الرژوس ومبرهنة (4,۲) التي تفيد أنه يوجد في © رأس ۷ 
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بحيث 5 > ”687 . كما يمكن بالطريقة نفسها وبقلیل من الجهد اثبات أن 
5 >( 2)0. 
مبرهنة (0,5) (مبرهنة الألوان الخمسة) 

اذا كان تا فنص لان 5 > (  )0‏ . 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرژوس 7. واضح أن النتيجة 
صحيحة عندما 5 > 7. افرض الآن أن 6 رسم مستو عدد رژوسه 6< 7 وأن 
لنتيجة صحيحة للرسوم الستوية التي عدد رژوسها آقل من 7 یوجد في 7) 
راض ۷ بحيث 5 > 0687 (انظر مبرهنة (8,۲)). ينتج من فرضية الاستقراء أنه 
يوجد تلوين من الدرجة 5 للرسم «-  -©‏ . إذا كانت 5> 469۲ فان 
4 > |( 0) ۸۷| وعليه یوجد لون لم یستخدم في تلوین الرژوس في (0) ۸ 
وبتلوین ۷ بهذا اللون حصل على تلوین من الدرجة 5 للرسم 6©. 

نمرضص الآن أن 5 - «عع4 وأن زر الآزو تار ملي نة ١‏ > () ۰2۷ ونفرضص آن 
٠‏ رو۷ مرتبه في المستوى حول ٠‏ مع عقارب الساعة كمافىي 
شكل(0,5)(د). إذا وجد لون لم يستخدم في تلوين الرؤوس في (0) N‏ فانه 
يمكن تلوين « به والحصول على تلوين من الدرجة 5 ل ©. لذلك نفرض أن 
ار كن ملونة على الترتيب بالالوان المختلفة ل ل و ير 
الآن الرسم (6.6) 77. إذا كان ,۷ و :۲ ينتميان إلى مركبتين مختلفتين في هذا 
الرسم فإننا نعيد تلوين إحدى المركبتين فنحصل على تلوين من الدرجة 5 ل 77 
بحيث يكون أحد الألوان غير مستخدم في تلوين الرؤوس في () ۸۷ وبتلوين " 
بهذا اللون نحصل على تلوين من الدرجة 5 ل ©. أما إذا كان ,لا وو« ينتميان 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


إلى المركبة نفسها فإنه يوجد مر من ,۲ إلى ,۲ ملون باللونيين ,© ويء. وا أن 6 
مستو فينتج أن ,۲ و ,۷ ينتميان إلى مركبتين مختلفتين في الرسم (,6,یه) 17 ؛ 
وباعادة تلوین (حدی الرکبتین عکننا (نشاء تلوین من الدرجة 5 1 © 


مارین (۵,۱) 

.)۵,۱( آثبت جمیع فقرات مبرهنة‎ - ١ 

1- آثیت آنه اذا كان © رسما مترابطا فان 1+(۸)0 -(0) اذا وفقط اذ 
كان دیا فا اور د فد 

۳- آثبت أن 2 - (,72)0 لكل عدد زوجي 4< 7 وأن 3-(,2)0 لكل 
عدد فردي 3 < 77. 

؛ - آثبت أن 4 -(,2)07 لكل عدد زوجي 4< 7 وآن 3-(,7)7 لكل 
عدد فردی 23 

- جد (,72)0 . 

.۸)9,( جد‎ - 1١ 

۷- أثبت أنه إذا كان © يحتوي على دورة فردية وحيدة فان 3 -(72)6 . 

۸- آثبت آنه إذا کان 6 رسا بسیطا مستویا عدد رژوسه آقل من أو يساوي 
1 فانه یوجد رأس × في © بحيث 4 > «وهل ؛ ثم آثبت أن 4 > (0) 2 . 

4 - آثبت أنه إذا كان © رسما بسیطا مستويا عدد أضلاعه اقل من أو يساوئ 
9 فإنه يوجد رس × في © بحيث 4 > 1627 ؛ ثم أثبت أن 4 > (0) بر . 

۰- إذا كان 0 رسما بسیطا بحیث ۳-(6) قو كا نجدة رژوسه « فاشت 
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٩ !‏ سب (أ) أعط مثالا لرسم مستو 6 بحيث لا يحتوي على ,× ولكن 


4 - ( ۶ بر . 
23 (0) بر . 


۲- إذا كان 4 > ( 7)6 فهل يقتضي هذا أن يكون © مستویا آم لا؟ 
۳- أثبت أنه إذا كان 6 رسما بسیطا مستويأ ولا يحتوي على دورات ثلاثية 
فإنه يوجد رأس × في 6 بحيث 3 > 2 ؛ ثم آثبت أن 4 > (0) بز . 
6 - إذا كان © رسما بسيطا بحيث يكون لكل دورتين فرديتين رأس مشترك 
فأثبت أن 5 > ( 7)6 . 
٥‏ - آثبت أنه اذا کان EE OL Er‏ 
3 فان ۶2(  )6‏ . 
1- ی سمی الرسم 6 رسماحرجامن الوم ۶ إلا کان 
۷( ۷(>۱- 0) 2 لکل راس في ). 
() جدا الس ري ات وان ۳ 3. 
(ب) أعط مثالا لرسم حرج من د 
(ج) آثبت آنه اذا کان 6 حرجا من النوع 7 فان 1- ۸ <( 5)6 . 
(د) آثبت أنه إذا كان <(0) 2 فان 6 يحتوي على رسم جزئي حرج 
من النوع ۸. 
۷- إذا كان 3< /-(7)0 فأثبت أن 6 حتوي على دورة طولبا على 
الاقل 8 


۸- |ذا كان طول آطول ثمر في © يساوي 7 فأثبت أن 1+ ”> (4)6. 


(۵,۲) تلوین الاضلاع 

یکن (, 7) = © رسما بسيطا غير صفري . لتکن © جموعة نسمیها مجموعة 
الألوان ونرمز لعناصرها بالرموز ...,,»,,». کل تطبیسق 0ج : ۶ بحیسث 
 )6(۶۶ )۰(‏ لكل ضلعين متجاورین 6">1,» یسمی تلوینا لأضلاع 0 أو 
اختصارا تلوینا ضلعیا للرسم 6 8 .edge‏ تقو ل إن 6 قابل للتلوین 
ضلعیا بالنوع ۶ ذا وجد تلوين ضلعي ل © عندما -| )| ویسمی التلوین 
لضلعي في هذه ال حالة تلوینا ضلعياً من الدرجة ۶ 00105108 #عله-». ونقول إن 
اللون ,© حاضر عند × إذا كان × طرفا لضلم ملون باللون ,».یسمی 

۱ يوجد تلوين ضلعى من الدرجة 7 ل xX, (G )= min{k :G‏ 

.edge chromatic number G العدد اللوني الضلعي للرسم‎ 

تزودنا البرهنة التالية معلومات بسيطة حول العدد اللوني الضلعي. 
مبرهنه (۵,۷) 

() (0) يبر >( ۸)0 

(ب) إذا كان 77 رسماً جزئياً من © فان (0) ,بر >( 7) ,بر . 

(ج) ANONS‏ لكل عدد زوجي 4 < و )٤,(=3‏ ,2 لكل عدد فردي 
۳۱ 

(د) 1- 7<(, 0۲ ييز لكل 4< 7. 
البرهان 

الوثبات مباشر ونتركه كتمرين للقارئ. ل 

تعين النتيجة التالية العدد اللوني الضلعي للرسم التام. 
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مر هنه (۵,۸) 

)K,( =۸ )(‏ ,2 لكل عدد فردي 3< ۸. 

(ب) 1- )K,(=۸‏ ر لكل عدد زوجي 2< 7. 
البرهان 

() بماأن ۸)6,(<۸-1 فان 1-<(,5)ير.افرض أنه يوجد تلوين 
ضلعي من الدرجة 7-1 ل ,ك2 . بما أن ” عدد فردي فان عدد الأضلاع التي لہا 


عو ا ع 7-1 
اللو ن نفسه اقل من أو تساو 5 





؛ وعلیه فان عدد اضلاع ,6 آقل من أو 
n(n -1(‏ 





يساوي ار( وهذا يناقض أن عدد أضلاع ,۸ يساوي 


اذن )K,(<7‏ ,بر . ولبيان أن 7= (,) ر فإننا نشی فيما يلي تلوينا ضلعیا 
من الدرجة ۸ ل ,۸. نمثل رؤوس ,6 برژوس مضلم منتظم في الستوی ویلون 
کل ضلع من أضلاع الضلع النتظم بلون ختلف عن آلوان الأضلاع الأخرى. با 
أن كل قطر من أقطار الضلم النتظم يوازي ضلعا واحدا من أضلاعه فاننا نلون 
كل قطر بلون الضلم الوحید الوازي له فنحصل على التلوین الضلعي الطلوب. 

(ب) لیکن « احد رژوس ,۶.بماآن ۶,۷ يماثل الرسم التام رک 
و 1- 7 عدد فردي فاننا نلون أضلاع ۷- ,6 كماف الفقرة (). لیکن × رأسا 
في الرسم «- ,.بماآن درجة × في 1,۷ تساوي 7-2 فانه یوجد لون 
غائب عن × ؛ أي» لم یستخدم في تلوین الأضلاع الساقطة على *. نلون 
الضلع ۲۶ بهذا اللون. واضح أنه إذا لونا الأضلاع الساقطة على ١‏ بهذه الطريقة 
فإننا نحصل على تلوين ضلعي من الدرجة ۸-1 للرسم 6 وفيا أن 


1- - ( ,)۸ < ( , 2 )يج فان 7-1 - (, 2 ) ,۲۰ 
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سنستخدم طريقة إعادة تلوین الاضلاع في إثبات البرهنة المتعلقة بالعدد اللوني 
الضلعي لرسم ثنائي التجزئة وغير صفري. تستخدم هذه الطريقة لتغییر آلوان 
اضلاع ما بحيث نحصل على تلوین ضلعي آخر للرسم. لیکن لدینا تلوين ضلعي 
من الدرجة 2< / للرسم 6 ولیکن ,»,,» لونین ختلفین. لیکن (,ت,,6) 77 
الرسم الجزئي من © احدث بمجموعة الاضلاع اللونة باللون ,© أو باللون ره. 
لتکن > مرکبة فق ( ر»,,») ۰77 واضح أن × مر مفتوح أو دورة زوجية وأننا 
إذا بدلنا لونی آضلاع ‏ فاننا حصل على تلوین ضلعي آخر للرسم ) 
مبرهنة )۵,٩(‏ 

إذا كان © رسما بسیطا ثنائي التجزئة وغیر صفري فان ( 4)©6 -(0) ,2 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع «7. إذا كان 1= 7 فان 
1=( )۸ <() ,4 . نفرض الان أن 1< م a ai‏ 
بسيط ثنائي التجزئة وغير صفري وعدد أضلاعه أقل من #. ليكن 6 رسما 
بسيطأ ثنائي التجزئة عدد أضلاعه يساوي .با أن (4)6 < (2) ,2 فيكفي 
ان نثبت أنه يوجد تلوين ضلعي من الدرجة ( ©)4 للرسم ). 

نعتبر الرسم 6 6 حيث إن «×= ۶ ضلع في ©. ينتج من فرضية الاستقراء 
أنه يوجد تلوين ضلعي من الدرجة (6- ۸)6 وعليه يوجد تلوين ضلعي من 
الدرجة ( ۸)6 للرسم - © وذلك لأن ( ۸)6 > (6- ۸)0.سنبین أنه عکن 
استخدام هذه الالوان نفسها والتي عددها ( ©)4 لتلوين أضلاع الرسم ©. با 

أن ( ۸)6 >( ×) ,162 والضلع ,×= © غير ملون فإنه يوجد لون غائب عن 
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الرأس × ؛ وبالثل یوجد لون غائب عن الرس «. إذا وجد لون غائب عن ۲ 
وغائب عن ( كما أنه يوجد لون © حاضر عند ر وغائب عن «. 

لتكن هی مركبة (ره,,ع) 8 التي تحتوي على نی ان ان ۹ 
علیه» يوجد مر من × إلى رفي > ؛ وبما أن × و بر متجاوران في الرسم 
ثنائي التجزئة © فلا بد أن يكون مرا فردیا. وعليه فإن الضلم الساقط على 
ر فی ۶ ملون باللون ,». وهذا يناقض أن ,ء غائب عن ر. إذن × لا تحتوى 
غلى ل 

نقوم الآن بإعادة تلوين أضلاع × فنحصل على تلوين ضلعي يكون فيه ,© 
غايا عن واکان ,» غاا عن « آیضا. فاننا نلون » باللون ,» لتحصل 
على تلوین ضلعي من الدرجة ( )۸ للرسم 1.6 

ف النتانج التي عرضت حتی الآن» وجد آن العدد اللوني الضلعي يساوي 
( ۸0 أو 1+( ۸)6 . البرهنة التالية تحصر العدد اللونی الضلعی بين هذين 
علیها. ونشیر إلى آنه. حتی الآن» لم تکتشف أي طريقة تجيب عن السوال : أي 
من (۸)6 و 1+(۸)6 هو العدد اللوني الضلعي للرسم 6؟ 
مر هنة (۵,۱۰) (مبرهنة فزنج ۵ ۷) 

إذا كان © رسما بسيطا غير صفري فان 1+(0(>۸)0) ,4 > ( 4)6 . 


٠‏ ۱۱ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لقد سبق أن رآینا أن (0) ,4 >(۸)0. سنستخدم الاستقراء الریاضی على 
عدد الاضلاع 7 لاثبات التباينة الأخرى 1+( 4)6 >( 6) ,بر .اذا كان 1- 7 
فان 1=( 4)6 =( 6) ,بر . نفرض الآن أن © رسم بسیط عدد أضلاعه 1< 7 
وأن النتيجة صحيحة لكل رسم بسيط غير صفري عدد أضلاعه أقل من mM‏ 

ا ,= ضلعا في 6. ينتج من فرضية الاستقراء أنه يوجد تلوين 
ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ء- ©. بماأن ( 4)6 > ,168۷ 
و( 4)6 > ,062۷7 فانه یو جد لون غائب 205601 عن ,۷ كما يوجد لون غائب 
عن ر« إذا وجد لون غائب عن ,۲ وعن ر« فاننا نلون © بهذا اللون ونحصل 
على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. لذلك» نفرض أنه يوجد 
لون ,© غائب عن ,۲ ولكنه حاضر 716561721 عند ر۷ كما نفرض أنه يوجد لون 
رت غائب عن ر۷ ولکنه حاضر عند ۲۷. 

ننشيع الآن متتالية من الرؤوس المختلفة ,٠٠٠ر‏ ۷.۷ بحيث ( ,م 62۷ یطوط 
ما آن اللون ره حاضر عند ,۷ فانه يوجد ضلع ساقط على UNE‏ دا ليك 
هذا الضلع هو ,۳« لاحظ أن ( 4)6 > ,0687 وعلیه فانه يوجد لون غائب 
عن ,۲. ادا وجد لون ,© غائب عن ۲ وحاصر عند 7 فانه يوجد ضلع ساقط 
على ,۲ ولونه ڕ٤.‏ لیکن هذا الضلع هو ۾ ۷ ۷. نجری الانشاء السابق كلها آمکن 
ذلك»ونفرض أن ,« هو آخر رأس في المتتالية. واضح أن 1+( ۸)6 > م لأن 
( 4)6 > ,4692۲ ویوجد لون غائب عن ,۲ لأن ( 4)6 > ,4687 كما أن کل 


تلوين الرسوم ١١1‏ 
لون غائب عن ,۲ وحاصر عند ,۷ يكون لون أحد الأضلاع EUT VE‏ 


(انظر شكل (,1()0)). 


۷ (c, absent) 








(e; absent) 


(C, absent سر‎ 
(c, present) 


(e, absent] 
رت‎ present | 
۷ 1۳ (er ۲ ۱ 





إذا وجد لون ,© غائب عن ,۲ وعن ,۷ فاننا نلون الضلع ,62۷7۳ باللون 
© ثم نعيد تلوین ,۲۳ باللون ,© لكل ,23,4۰۰ 7 فنتحصل على تلوین 
ضلعي من الدرجة 1+(۸)0 للرسم ©. 

نفرض الآن آن کل لون غائب عن ,۲ یکون حاضرا عند ,۲ ویکون لون اد 
الاضلاع PDE Ps‏ ليطن .0 لو نا غاا عن ,۲ ولیکن =٥,‏ ,© هو 
لون ,۲۲ نلون رس ۷= e‏ باللون ,© ثم نعید تلوین ,۲۳ باللون ,© لكل 
1- تر,...,3,4- 1 ونزيل اللون ,2 عن الضلع ب وبذلك محصل على تلوین 
ضلعي من الدرجة 1+(۸)0 للرسم ر ۳«- 6. 

نعلم أن کل مركبة في ( ,© 0) 77 تکون مرا مفتوحا آو دورة زوجية ؛ وبا آن 
درجة كل من لاوم نار ل في ( 8)66 تساوی 1 فاته لا توجد مرکبة قي 


(,»,6) 7 بحیث تحتوی على ,۲,,۲,, لا.نفرض أن × هي المركبة التي نحتوي 


على ,۲ وآن ۸ هي المركبة التي تحتوي على ,«. إذن اما (16) #7 ,۷ واما 
() ۶۲ ,۷. 

إذا كان (/۸) 67 ,۷ فإننا نعيد تلوين أضلاع 14 ثم نلون ,۲۳ باللون ,© 
فنحصل على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. 

في الحالة الأخرى عندما يكون ( 34) ٤7‏ ,۲ فان (ڄ) ¢7 ,«. نلون الضلع 
,«« باللون ,© ونعيد تلوين ,۲۳ باللون ۶ لكل 1- ,2.۰+ 17+ ترح : ثم 
نزيل اللون 1- ” عن الضلع ,۳« نعيد الآن تلوين أضلاع × ثم نلون ,م١‏ 
باللون ,» فنحصل على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. 


تمارين (8,7) 
-١‏ جد (2.)0 لكل رسم من الرسوم الموضحة في الشكل(9,7)(ب) 
وشکل(۵,۳)(ج) والشکل(۵,۳)(د). 
٣‏ - حل (Kn)‏ رب 
۳- جد ( 7) 4 » حيث 7 شجرة. 
٤‏ - آثبت فقرات البرهنة (۵,۷). 
۵- () آثبت أن العدد اللوني الضلعي لرسم بیترسن يساوي 4. 
(ب) ادا كان 6 رسما هاملتونیا منتظما من النوع 3 فاثت أن 3-<( 0) ,2 . 
(ج) استخدم (أ) و (ب) لبیان أن رسم بیترسن غير هاملتوني. 
1- لیکن (1۱0۲,2)- ,× حیث ریت رف اول رر لی ر]= ۲ 
وليكن لدينا تلوين ضلعى من الدرجة 7 للرسم ê me, ONG KE,‏ 
نعرّف مصفوفة مربعة | ره |= 4 من النوع 77 كمايلي: ۸= ره إذا وفقط 


تلوین الر سوم ۳ 


إذا كان , ,× هو الضلم الساقط على ,× واللون باللون ,ء. آثبت أن 4 تکون 
مربعا لاتينيا ؛ آی» عناصر ل هی 2,۰۰۰,771 1 ولا بتساوی عنصران ف آي صف 


وف اي عمود. 


(۵,۳) کثبرات اخدود الله نية 
في هذا البند» نقدم مقاربة عدية للحصول على معلومات تتعلق بالعدد اللوني 
( 4)6 .لیکن () ,7 عدد تلوینات © بالنوع ۸. واضح أن ۲(<0) ,۶ وان 
xX (G ) = min{k :P, (k) >0}‏ 
ویکن بسهولة ایجاد ( ۸) 7 لكل من الرسوم الصفرية ,۸۷ والرسوم التامة 
کما یتبین من المبرعنة التالية. 
مبر هنه (۵,۱۱) 
() إذا كان © هو N,‏ فان ”م -(2/) 72 
(ب) إذا كان © هو ,كل فان (1+ م - 2(۰۰0- )(1- Fç (k )=k (k‏ 
البرهان 
() با أن كل رأسين في ,۸۷ غير متجاورين فإنه يمكن تلوين كل من رؤوس 
, ۷ ب ۸K‏ طريقة وينتج الطلوب من مبدأ الضرب للعد. 
(ب) با أن كل رأسين في ,£۸ متجاوران فإنه يمكن تلوين الرأس الأول ب ۸ 
طريقة والرأس الثاني ب 1- ۸ طريقة » وهلم جرا. عليه» ينتج الطلوب من مبدأ 
الضرب للعد. [۲ 


احد أصناف الرسومات التي يمكن ایجاد ( ۸) ,7 لہا بشکل مباشر هو الأشجار. 


١4‏ معدية ل كرية الرسومات 


مبرهنة (۵,۱۲) 

اذا کانت ( ۶,2 ]> 7 شجرة عدد رژوسها 7 فان 

P, (k)=k (k -(۳ 

البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على «. واضح أن الطلوب يكون صحیحا 
عندما 1 - 7 أو 2 - . افرض أن الطلوب صحیح لكل شجرة عدد رژوسها 
2 < . ولتکن (7[.,2)- 7 شجرة عدد رژوسها 1+ ۸.اختر ۰۲ ۷ بحيث 
1= «موعل وليكن ۲ع 7 هو الرأس الجاور لٍِ ۷. ينتج من فرضية الاستقراء أن 
۳(- ۲) ۲(<۸) ,8 لأن ۷- 7 شجرة. وبما أنه» في أي تلوين ل ۰7 يمكن 
تلوين " بأي لون ختلف عن لون *؛ فإنه ينتج من مبداً الضرب للعد أن 

(1- 20 (1(1_,)6-)- () 7 لا 

تزودنا البرهنة التالية بعلاقة ارتدادية بسبطة وفعالة ف ایجاد (۲) ٨۶,‏ . 
مبرهنه (۵,۱۲) 

ادا کان (م, ۲) - 6 لع .P, )6(< ۳, )۲(-:., )۲( Ole‏ 
البرهان 

ليكن ,۷ طرق الضلع #. نعتبر تلوينات الرسم ©- ). يوجد تقابل بين 
تلوينات 6- 6 التي يختلف فيها لونا » و ۲ وتلوينات 7)؛ كما يوجد تقابل بين 
تلوينات 0- 6 التي تلون «# و« باللون نفسه وتلوینات 6٠٤‏ حيث محذف 
التكرار الناتج عن التقليص. عليه فان ( ۸) .و +()) <(66, ۲ ومنه 
ينتج مطلوب. لا 


تلوين الرسوم 5 ١١‏ 


من المعتاد ع یك استخدام العلاقة الارتدادية السابقة 1 وصع الرسم 7( بان 


مخال (۵,۳) 
لتکن abcda‏ دورة رباعية ايت cC,‏ طرفا الضلع 6 بتطبيق العلاقة 
الارتدادية مجد ما یلی : 
a 0 0‏ 01 , 
C ۰ 0 6‏ 1) 1 





ومن مبرهنة (۵,۱۲) و مبرهنة (۵,۱۱) نجد أن 
(#)يب 1-( ).بع - ( 4) Fe,‏ 
=k (k -1( - (k -1)(k -2(‏ 
k* - 413 +6k* -‏ - 
ونلاحظ أن 0= (1) ٨,‏ بینما 2 -(2) ٨.‏ . وعلیه فان 2 - (,2)0 . 0 


تبين النتائج التالية أن (۲) ,7 كثيرة حدود في ۸ ترتبط معاملاتها بعلاقات 
محددة. تسمى (۲) ۶ كثيرة الحدود اللونية 00132012121 chromatic‏ للرسم 7). 
مبرهنة (5 ۵,۱) 

لیکن رقو د لا وتا بسا در یی 7 عندثلٍء 

() () ,۶ كثيرة حدود في ۸ درجتهاتساوی ۰7 معاملاتها آعداد 
صحيحة» ومعامل ”2 فيها يساوي 1. 

(ب) الحد الثابت في (۲) ر۶ يساوي صفرا. 


(ج) ”4 -(8) 2 أو مجموع معاملات () ر۶ يساوي صفرا. 


۱۹ مقدمة ف نظرية الرسومات 


البرهان 

(أ) كلما استخدمنا العلاقة الارتدادية فإننا نحذف ونقلص ضلعاً ؛ فإذا قمنا 
بإجراء هذه العملية على الرسوم الناجة بشكل متكرر ثم توقفنا عندما يتم حذف 
جميع الأضلاع فإننا نمحصل على رسوم صفرية. وبما أن ۸=()) ,1 لكل 
رسم صفري ,۷ فان () ,۲ مجموع كثيرات حدود في #» وعليه فان 
(۸) ,2 كثيرة حدود في .وبا أن 7 > ۲ لكل رسم صفري ,۸ حصلنا عليه 
فان درجة () ,7 تساوي 7. كذلك» با أننا نحصل على رسم صفري واحد 
N,‏ فان معامل "2 يساوي 1. 

(ب) با أن عدد تلوینات © بالنوع 0 يساوي 0 فان 0= (0) ے۶ . 

(ج) إذا كان © هو الرسم الصفري ,۷ فان ۲(</۲) ۶ ؛ أما إذا وجد 
ضلع في © فان 0 -(1) پ٣‏ . 
مبرهنة )5,١5(‏ 

سکم رما سا فاد و ده 7 وعدد أضلاعه 77. 

(آ) (۲) ,7 مجموع قوی متعاقبة ل ۸ وتتناوب إشارات معاملات هذه 
القوی. أي » یوجد 1- ۸> 0>7 بحيث 
ره (1-) لس ره (k)=k"‏ ۲ 
و 0< ۵ لكل 1. 

(ب) 277 ريه 
البرهان 

يمكن استخدام الاستقراء الرياضي على عدد أضلاع © للحصول على 
برهان» ونترك التفاصیل کتمرین قاری 


تلوین الرسوم ۱۷ 

مر هنه )5,١5(‏ 

TS‏ پا مب الق نان 

۲, )۲(- [ [2 )4( )( 

3 

(ب) ]إن ۲ هو آصغر : بحیث یکون معامل 209347 لا يساوي صفرا. 
البرهان 

متروك كتمرين للقارئ. 
مالاحظات 

١‏ - ادا كان عدد الأضلاع ا فان العلاقة الارتدادية ( ۾) , .ے۶ -(م), ۳ <() بم 
تكون مناسبة لإيجاد كثيرة الحدود اللونية للرسم حيث تكون الرسوم الناجة 
رسوما صفرية. 

۲- إذا كان عدد الأضلاع كبيرا فان العلاقة الارتدادية 

Fo, )(< (+ (Kk) 

تکون مناسبة لایجاد کثبرة اخدود اللونية للرسم حيث تکون الرسوم الناجة 
سوبا قاط 

۳- عندما نستخدم إحدى العلاقتین الارتدادیتین فانه هکننا أن نتوقف عندما 
تکون الرسوم التاتجة معلومة کثیرات الحدود اللونية كما هو مبين في مثال(۵.۳). 

4 - توجد أحيانا صيغ تجمع بين كثيرة الحدود اللونية لرسم وكثيرات الحدود 
اللونية لبعض رسومه اجزئية ؛ وتسهل هذه الصيغ إيجاد كثيرة اخدود اللونية 


للرسم. تتصمن التمارين بعص هذه الصيغ . 


۱۱۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


زا 
ید و 


cC 4‏ ل C‏ ام 
=k (k -1()6 -2)(k -3(+ ۸ (k -1() -2)+ Kk (k -1(‏ 
=k (k -1(10 -2)(k -3)+(k -2)+ (k -1(|‏ 
=k (k -1()۲۶ -3 +3)‏ 
٩-4۲7 +6k* -‏ - 


وفي ختام هذا البند نشیرالی آن خواص کرات احدود اللونية الس ذکرت فق 
البرهنات السابقة غير كافية لتمییزها. فمثلا *3+ *46- "۲ ليست كثيرة حدود 
لونية لأي رسم. في احقيقة» لو وجد مثل هذا الرسم البسیط فیجب أن یکون 
عدد رؤوسه 4 وعدد أضلاعه ك وعدد مر کبانه ۳ وذلك وفق المبرهنتين 


(0,15) و (0,۱۵). واضح أن مثل هذا الرسم غير موجود. 


مارین (۵,۳) 
| - حل ۳ ة اخدود اللونية لكل رسم من الرسوم في شکل(.۵). 


کی ۸ 
ope‏ مه [ 


شکل(؟ , ۵). 


تلوین الرسوم ۱۹ 


۲- آثبت مبرهنة (۵,۱۵). 
۳- آثیت بت مبرهنة (۵,۱۱). 
- إذا كان «:رأسابحيث 1= ( e8‏ ۰ في رسم 0 فأثبت أن 
() ری (1- P, (k)=(k‏ 
۵- |ذا کان 0 رسما بسیطا عيف 1۳۲- ۲) ۸-(۲) ,۲ فثبت آن 0 شجرة. 
نت ی وی 77,0 بحیث یکون U‏ ,۳ -() ,۴ 
بآ ین أن كلا من کثیرا ت الحدود التالية لا من أن تکون كثيرة حدود لونية. 
k*-k?” +1 (Î)‏ (ب) ° k° -4k* +3k‏ 
)ج( 34+ 3-۸ (د) + 3-12 
۸- () آثت أن 
-F )2( Vn <4‏ بهد | 5 (k)-(k -1( =(k‏ م۲ 
5< ۷۸ (1- 0-(۲), 2۳ ررد درع) ۲ 
(ب) آثبت آن 
(k)=(k -1( +(-1) (Kk -1( Vn z23‏ ,۲ 
4- () آثبت أن ( ) ے۸۴ =( ) ىرس 


100 (۱ (Kk) 
۳ 


(K‏ تمه 
(ب) استخدم () لحساب کثيرة الحدود اللونية لكل رسم من الرسوم في 
شكل (۵,۵). 


۰- () إذا کان 7 © رسما تاما فأثیت أن = ) Four (k‏ 


.۱۲ مقدمة في نظرية الرسومات 





۱- آثبت آن (2- )(1- 06 ۸+ (1- 0 -(۲) بط 


(نفسن (ساوں 


الموائكمة وه 

MATCHING 

نقدم في هذا الفصل النتائج الأساسية المتعلقة بالوائمات في الرسوم» ومن ثم 
خوارزمية لایجاد الواتمة العظمی في رسم ثنائى التجزئة. 


)٩,۱(‏ تعاریف ونتانج أساسية 

نقول إن الضلعين ,©,,© متجاوران 20120601 في الرسم © إذا كان لہما 
طرف مشترك » و نقول إنهما مستقلان 100606206171 إذا لم يكونا متجاورين. 
سمي مجموعة جزئية؛ 1+ من مجموعة الأضلاع لرسم (:1, )< © موائمة 
8 ف 6 ادا كان كل ضلعين من ۸ مستقلين في ) من الواضح أن 
المجموعة Ss EE‏ يمسي شکل(۱:) الاضلا IS‏ 
موائمة في الرسم ,© بينما الأضلاع الغامقة لا تغثل موائمة في الرسم .). تسمی 
الموائمة 14 في رسم 6 موائمة | أعظمية maximal matching‏ إذا كان ۱۵۱ ۸۸ 
ليست موائمة لكل ضلم ۶1 ء. كما تسمى الموائمة 14 في رسم © موائمة 
عظمى 11811111185 maximum‏ إذا كان | ۱۸۸ <| 14 | لكل موائمة '14 في ) 
(أي 14 عظمى بالنسبة لعدد الأضلاع). 


١ ۲ ۲۱ 


في شکل(1.۱) الأضلاع الغامقة في الرسم ,6 عثل موائمة أعظمية وعظمی في 
نفس الوقت في حين تمثل الأضلاع الغامقة في الرسم ,6 موائمة أعظمية ولیست 


احم + 


.)5,١١(لكش‎ 





لتكن 34 موائمة في رسم ©. نقول إن الرأس « في © مغطى بالموائمة 
by‏ 0 ۸۷ ادا كان ۲ طرفا لضلع في 11 ؛ ونقول إن ۷ غير مغطى بالموائمة 
4 إذا كان « ليس طرفا لأي ضلم في /۸. نمرف الوائمة الكاملة 
perfect matching‏ على آنها موائمة نغطي جمیم الرژوس. من الواضح أن 
الرسم الذي عدد رژوسه عدد فردي لا يحتوي على موائمة كاملة. لاحظ أن 
الأضلاع الغامقة في الرسم ,© تمثل موائمة كاملة. 

سنستخدم التمهيدية التالية في إثبات مبرهنة بيرج ©86186. 
تمهيدية )1,١(‏ 

إذا كانت ,/۸/,,۸ موائمتين في رسم © » فان أي مركبة للرسم الحزئي 77 
لولد للرسم © بحیث (,/۸- ,/) ن (,/۸- ,۸4) = (/8)8 تکون واحدة من 
الأنواع التالية : 


۱- رأس منعزل. 


لموائمة ۳ 


۲- دورة زوجية متناوبة الأضلاع بين ,2/1 و ر/۸. 

۳- مر متناوب الأضلاع بين ,۸1 و1 بحيث تكون بداية الممر مغطاة 
باحدی الموائمتين فقط ونهايته مغطاة بالموائمة الأخرى فقط. 
البرهان 

.حظ أن 2 > () برع06 لكل ( 8) 7ع ۲ . لانه لو كان ۷ رأساحقق 
3 < (<) برع06 فان هذا يعنى آنه یوجد ضلعان متجاوران في إحدى الوائمتین» 
وهذا يناقض کون ,34,.26 موائمتين. عليه» أي مركبة في 1 اما رأس منعزل 
واما مر أو دورة.بماإنهلا يوجد ضلعان متجاوران في موائمة فإن أضلاع 
الدورة والمر في 77 متناوبة بين ,۸ و,/۸. عليه فكل دورة زوجية. بقى أن نثبت 
(۳). ليكن الممر 7/ مركبة في 71 وليكن » طرفا له. ليكن » هو الضلع الذي 
أحد طرفيه # في 2. لنفرض أن ,۸1 - ٤1,‏ م. بم أن » طرف للمر 7 فان 
1= () ,عع ومنه فان 1 غير مغطى بالموائمة ,010.۸1 

للحصول على موائمات عظمى تحتاج إلى تعريفات جديدة. لتكن 14 موائمة 
في الرسم (1,70) = 6 نعرف الممر المتناوب بالنسبة ل ۸۷ M-alternating path‏ 
في © بأنه مر متناوب الأضلاع بين ۸ و /۸-/. كذلك نقول عن الممر 
امتتاوت بالنسبة ل ۸۸ بأنه مر موسم د ۸ path‏ 71-21151721125 ادا كان طرفاه 
غير مغطيين پٍ 11 . 

البرهنة التالية تعطي تمييزا للموائمة العظمی وهي تعود إلى العالم الرياضي 
بيرج » وتعتبر أساس خوارزمية ایجاد موائمة عظمی في رسم. 
مبرهنة )٩,۱(‏ (بيرج) 

الموائمة 44 في رسم © موائمة عظمى إذا وفقط إذا كان لا يوجد مر موسع 
ل ۸۸ في 0. 


£ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لنفرض أن ۸۸ موائمة عظمى في © و لنبرهن أنه لا يوجد مر موسع ل /// 
في ©. نبرهن ذلك بطريقة البرهان بالتناقض. لنفرض أن ۲ مر موسع ل ۸1 في 
©. بما إن 7 مر توسيع فإنه فردي. لنرمز للأضلاع التي تنتمي إلى كل من 7/ و 
4 بالرمز ۸۸ و لتكن ۸/۳ هي مجموعة أضلاع 7 التي لا تنتمي إلى '1/4. 
عندئذ "11(1011 - )M1‏ = 11 موائمة في © و ۸/۱+1|-|"/۱۸.وهنا 
يناقض کون ۸۸ موائمة عظمى. 

لإثبات الاتجاه الآخرء افرض أن 11 موائمة في © بحيث لا يوجد مر موسع 
لما في ©. افرض أن '1 موائمة عظمی في ©. ليكن 87 هو الرسم المولد ل 6 
بحيث (11- ١0011‏ (14-110) = (1). لتكن ,17 مركبة في 17 ليست رأساً 
منعزلا ولا دورة. من تمهيدية (1.۱) 7 مر أضلاعه متناوبة بين ۸۸ و '34. 
لوكان الممر ,7 فرديا فإنه سيكون مرا موسعا في © ل ۸۶ آو/۸ وبما أنه لا 
يوجد مر موسع ل 14 في 6 فان ,1 مر موسع ل ۸ في ©). إذن من برهان 
الجزء الأول من هذه البرهنة ينتج أن “34 ليست موائمة عظمی وهذا يناقض 
الفرض أن '11 موائمة عظمى في ©. عليه ,۸1 زوجي ومنه |/۸-| 114. أي 
أن 14 موائمة عظمى في 1.6 

المبرهنة التالية المدسوية إلى كونج وهول 10012-11211 تقدم خاصية مهمة في 
جال الموائمات في الرسوم ثنائية التجزئة. إذا كانت 5 مجموعة غير خالية من 
مجموعة الرؤوس في رسم ۰0 فإننا نرمز لجوار 5 في © بالرمز (277)5 أو بالرمز 
(5), ۸ عند اللزوم ونعرفه كما يلي : (3/)5 >< إذا كان يجاور رأسا من 


رۆوس 9 : 


الموائمة ۳۰ 


مبرهنة )٩,۲(‏ (كونج- هول) 

إذا كان (۱0۲,۸)- 6 رسما ثنائي التجزئة» فإنه توجد موائمة في 6 
تغطي × إذا وفقط إذا كان | 5| < |(5) ۸۷| لكل مجموعة جزئية 5 من ۲ . 
البرهان 

إذا كانت 14 موائمة في 6 تغطي ۲ فإنه من الواضح أن | 8| <|(5) ۸۷ 
لكل مجموعة جزئية 5 من × . سنبرهن الاتجاه الآخر بطريقة البرهان باستخدام 
المكافئ العكسي. افرض أنه لا توجد موائمة في © تغطي 3 .لتکن 14 موائمة 
عظمى في 6. عليه يوجد رأس 46 غير مغطى ب 1 .لثرمز ب 4 لجموعة 
الرژوس في 6 التي يربطها ب 7 مر متناوب بالنسبة ل 14 في 6. من مبرهنة 
بيرج نستنتج أن > هو الرأس الوحيد في المجموعة 4 غير المغطى ب /۸. أي أن 
1 تغطي () -4. لتكن 4۲۱1 - 5 و 4۸۲۱۲ -7. عليه 14 تغطي 
5-14 و 7. 

افرض أن الاج ور .نا ان 1 تغطي u}‏ دقع فإنهيوجد ضلع 
۸ ۷ = ع . با أن 4 > «» فانه يوجد مر 7 متناوب بالنسبة ل ۸1 طرفاه 1 
و ۲ . إذا كان © ضلع في فان ۲-۷ عر متناوت پالنسبة ل ۸۶ طرفاه 4 و 
. أي أن 4 ع 1١‏ ومنه 21 1. وادا كان ۵ ليس ضلعا في رع فإن عدر مر 
متشاوب بالنسبة ل 84 طرفاه 4 و . أي أن ۸ ۱ ومنه 27 ۷. عليه 
٩-۱‏ . 

لاثبات أن | 1<|7- | افرض أن WET‏ ۸ تخطي 1 فانه 
یوجد ضلع ۸ ۷۷۷ - "۵ . ما أن م ۰۱۷ فانه بو جد مر ۲ متناوب بالنسبة 


۱۳۹ مقدمة في نظرية الرسومات 


ل ۸۸ طرفاه # و ".|ذا كان "6 ضلعاً فى "۰۳ فان "7-۵ مر متناوب بالنسبة 
ل ۸ طرفاه 1 و .آي أن 4 ع ۲ ومنه لاح ۲ . وإذا كان 'ع لیس ضلعاً في 
» فان "۳+۵ مر متناوب بالنسبة ل ۸۸ طرفاه # و ".أي أن 4 ٤‏ ۷ ومنه 
8ع ۷. للاحظ أن يوعد“ در لان ۷ مغطی ب ۷. عليه [/1- 65 ۷۲و منه 
| | < 1- | ۵ |. 1] 

تقول إن التجمع ,4 ....,:4۸ ,۰۸ 1< ۰7 من الجموعات غير الخالية له 
مجموعة من المثلات المختلفة system 01 distinct representatives‏ إذا وجدت 
مجموعة [,,0,,0,,...۰) عدد عناصرها ۸ حقق ,4 ع ,۾ لكل ۲ > > 1. 
نتيجة (۲*,۱) 

التجمم بيك ,..., 4 ,رش 1 < مء من اجموعات غير الخالية له جموعة من 
الممثلات الختلفة إذا وفقط إذا كان احاد أي ار من هذه اجموعات يحوي على 
الأقل زر من العناصر لكل / > تر > 1. 
البرهان 

نكون الرسم ثنائي التجزئة (8.5لا) -6© على النحو التالي : (.ك...., يك ,,۸) - 4 ؛ 
e E ۰ 2-۸‏ ,۸ ادا كان ,4 > 5. إذا كانت ( ,4 ,..., ,4 , ,كل = ٩‏ مجموعة 


جزئية من 4 › فان 4 ١٠٠3لا‏ بك لا ,4 -(۷)6 ومنه | 5 | < |(۸۷)6 | ذا وفقط 
إذا كانت ,4 )١٠٠لا‏ ,4لا ,4 تحتوي على الأقل زر عنصرا. إن مجموعة المثلات؛ 
كل مع مجموعته التي يمثلهاء تعطينا موائمة في 6. من مبرهنة (1.۲) ينتج الطلوب. ل] 

إذا كان الرأس ۷ طرفا للضلم 6» فاننا نقول إن ۷ يغطي 00761 © كما نقول 
إن © يغطي «. نقول عن مجموعة رؤوس 4 من رسم 6 إنها غطاء رأسي 


الموائمة ۱۳۷ 


vertex ۲‏ في 6 إذا كانت 9 تغطي جميع أضلاع 0 كما نقول إن رؤوس 
التغطية 5 هی غطاء 7 آسي أصغر vertex cover‏ 1112111111111 إذا كانت 
< | 7| لكل غطاء رأسي 7 في ©. في شکل(1.۱) كل من المجموعتين 
( ,۰0,6 (8,6) في الرسم ,0 غطاء رأسي في حين أن 48,6١‏ غطاء رأسي 
أصغر. كما نقول ان جموعة 7 من أضلاع 6 غطاء ضلعي ۲ edge‏ إذا 
كانت 7 تغطي جميع رؤوس 6. لا حظ أنه لا يوجد غطاء ضلعي لرسم 
يحتوي على رأس منعزل. 

إذا كانت 14 موائمة في رسم 0. فان أي ضلعين من 14 لا يمكن تغطيتهما 
برأس واحد (لأنه لا يوجد بينهما رأس مشترك). ومنه | 24| < | 5| لأي غطاء 


۷ 








رأسي 5 في ۰0 وعلیه | 214 | ×4" < | 5.| 10 . 

من المناسب هنا التساؤل عن آنواع الرسوم التي يتحقق فيها | 141| "ax‏ = | ک| منص . 
المبرهنة التالية توضح أن هذه المساواة تتحقق في حالة الرسم ثنائي التجزئة. على 
سبيل الثال كل موائمة عظمى في مثلث (دورة طولها ثلاثة) تتکون من ضلع 
واحد في حين أن أي غطاء رأسى أصغر له يحتوي على رأسين. 
مبرهنة 75١‏ 5) 

إذا كان © رسما ثنائي التجزئة فان عدد أضلاع موائمة عظمى فيه يساوي 
عدد رؤوس أي غطاء رأسي أصغر. 
البرهان 

افرض أن (1۲۱1۲,۶) = © رسم ثنائي التجزئة وليكن $ غطاءً رأسيا أصغر 
في ©. یکفی لإثبات الطلوب برهان وجود موائمة عدد أضلاعها | 5.|. 


۱۳۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


لتکن ×0 8= ۶ و 0۲ 5= 7 وليكن 7 الرسم الجزئي من © الولد 
باجموعة (7- ۲۱1 و "2 الرسم الجزئى الولد بالجموعة (۸- )ل 1. 

سنستخدم مبرهنة (1,5) لاثبات أن 77 يحتوي على موائمة ,1 تغطي ۸ 
وآن "77 يحتوي على موائمة , 14 تغطى 1. 

بماأن '8 و 7 منفصلان فان 141/44 موائمة فى ) عدد أضلاعها 
يساوي 

با آن 7ل ۸ هي غطاء رأسي في © فانه لا يوجد ضلع أحد طرفيه في اجموعة 
7- 7 والآخر فى ۸- ×.لتكن ۸> 7 نلاحظ أن | 7| <|( ۲ بر | لأنه إذا 


|] 








كان | 7۲| > |( 0۲ N,‏ | فان ( 7 ,217لا( 77- ؟) غطاء رأسي في © لأن 
( 7) ,ر ۷ تغطي كل الأضلاع التي طرفها في 7. 

وهذا يناقض أن 5 غطاء رأسي أصغر في ©. عليه | 7| <|( 07 پر N‏ 
حقق شرط مبرهنة (۲.۲) في 17 ومنه 77 يحتوي على موائمة عدد أضلاعها 
يساوي | ۸ |. 

وبالمثل ' 77 يحتوي على موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7| ومنه 6 يحتوي 
على موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7| ؛ عليه © يحتوي على موائمة عدد 
أضلاعها یساوی 


وهذا 





۱+۱7 |<|۵ OX ۱+ |۵ ۲۱۳ |<|)۵ NX) US )۱۲ (۱ 
-|8 ]۱) UF (۱28 ۱ 


نتيجة )٩,۲(‏ 
في رسم ثنائي التجزئة 7 > ادا وحدت موائمة ۸ وغطاء راسي ۵ بحست 


| 8 |=| ۱۸۸ فان 1 موائمة عظمى و 5 غطاء رأسى أصغر. 


الموائمة ۱۳۹ 


البرهان 
لتکن "۸۸ موائمة عظمی ق و "5 خطاء راسا آصغر ی .من مبرهنة 
(۱,۳) ينتج أن | '5|=|'/|. إذن | 5| > | *؟ | |' 3204| > | ۰۱۸ ولکن | ك|-| ۰۱۸۸ 
ادن | ۵| |" |- |' ۱۸| ۲۱۰۱۸۸ 
نقول إن مجموعة من رژوس رسم 6 مجموعة مستقلة 561 1۳060600601 إذا 
كان كل رأسين فیها غير متجاورین. كما نقول إن مجموعة من اضلاع © أضلاع 
تغطية 607615 6086 إذا كان كل رأس من © هو طرف لضلع فيها. 
لا حظ أنه لا يوجد أضلاع تغطية لرسم يحتوي على رأس منفصل. 
لنعتبر الترهيزات الثالية : 
(ك مجموعة مستقلة في 6 :| ۲۸۵۱۱۸( 0/)7 
M}‏ موائمة في a (G ( - max{| M |: G‏ 
(5 غطاء رأسي في 0 5٩۱:‏ 





/2)0 ) = {mın 
8)6 (= غطاء ضلعي في © :| 7| هنس)‎ 7( 
: يمكن إعادة صياغة مبرهنة (1.۳) كما يلي‎ 
إذا كان © رسما ثنائي التجزئة فان (8)6 =(6)'». كذلك» توضح المبرهنة‎ 
التالية أن )"6 =(6)» إذا كان © رسما ثنائي التجزئة.‎ 
)٩,۲( عهيدية‎ 
جموعة مستقلة في رسم © |ذا وفقط |ذا كانت ۸4- 7 غطاءً رأسيا في‎ 4 
.0(+ 6)0(-(۲ | وعليه‎ 0 
البرهان‎ 
متروك كتمرين للطالب.‎ 


۱۳۰ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (۶ ,۷" ) 
إذا كان (:, 7= © رسما لا يحتوي على رژوس منعزلة فان 
| 17|-(6)'/+(0يه 
البرهان 
لتكن 11 موائمة عظمى في ©. إذا استخدمنا | 14| ضلعاً لتغطية رؤوس 
۸ فانه يمكن تغطية باقي رؤوس © بأضلاع عددها على الأقل | ۱-2۱۸۸ 7 
(ضلع لكل رأس) ومنه يوجد غطاء ضلعي في © عدد أضلاعه يساوي 
(۵/)6-| =| ۱-۱۸ =| ۱+۱۸ ۱-2۱۸ ۲ 
عليه (۵/)6-| ۱۲ >(6)/. 
بالعکس ‏ افرض آن 7 غطاء ضلعی أصغر في 0 ادا كان برد - ه ضعلعا 
في 7 فانه لا عکن أن یوجد ضلعان مختلفان "و 6 في 7 بحيث یکون × طرفا 
د "۵ و بر طرفاد "6.ومنه 7 عبارة عن اتحاد ۸ نجمة منفصلة (النجمة ,2 
عبارة عن شجرة طول آطول مر فیها ۰)2 ومنه | ۱-۲ 7| (لاحظ أن 
النجوم يمكن النظر إليها على آنها مرکبات لغابة» من نتیجة(۲.۳) عدد الأضلاع 
يساوي ۸-| 7|). بالامکان تکوین موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7|-| ۳ - ۾ 
وذلك باختیار ضلم واحد من کل مجمة في 1. عليه 


(0) ۱-۵ ۱۲ < ۱ طاح (<() 7 


(؟,5) خوارزمية إيجاد موانمة عظمی في الرسوم ثنائية التجزئة 
تعتمد فكرة خوارزمية ایجاد موائمة عظمی في رسم 6 على البدء بموائمة 
۸ من المکن أن تکون 1 المجموعة الخالية أو مجموعة مفردة» ثم البحث في 


الموائمة ۱۳ 


6 عن مر موسع ل 11 بدا من رأس غير مغطى بالموائمة ومن ثم الحصول على 
موائمة جديدة “ا کیت یکون 1+| 14 8 وبتکرار الاجراء على الوائمة 
محديدة من الوصول إلى موائمة عظمی ف الرسم 0. 
خوارزمية )٩,۱(‏ 

الدخل : رسم ثنائي التجزئة (2, ۲, )< 6 حیث ےر د 
و مولع 1 

الخرج : موائمة عظمی في ). 
اخوارزمية 

۱- اختر موائمة 14 في 6. 

۲- علم رژوس ل غير المغطاة بالوائمة 14 بالعلامة (*) واعتبر کل 
الرژوس في 6 غير مفحوصة. انتقل للخطوة(۲). 

۳- إذا آعطي أي رأس من رژه وس ۲ فى الخطوة السابقة علامة جديدة انتقل 

للخطوة )٤(‏ .قف إذا لم یتحقق ذلك. 

- طالا وجدت رژوس معلمة وغیر مفحوصة فى 6 ؛ ی 
وغیر مفحوص ,× وعلم بالعلامة (,) كلا من رژوس 7 غیر العلمة التي 
جاور ,× بضلع لیس في رن اعقب ال ای × مفحوصا. إذا لم توجد رژوس 
ی وشي مق هة اننا الط( 

0- إذا اعطي أي راس من رؤوس ۲ في الخطوة (4) علامة جديدة انتقل 
للخطوة (5). قف إذا لم يتحقق ذلك. 

1- طالا وجدت رؤوس معلمة وغير مفحوصة في 1» اختر رأسا معلما وغير 
مفحوص ,نز وعلم بالعلامة (,) كلا من رؤوس × غيرالمعلمة التي تجاور 


۱۳ مقدمة ف نظرية الرسومات 


,لر بضلع في /۸. اعتبر الرأس اد مفحوصا. إذا لم توجد رؤوس معلمة وغیر 
مفحوصة انتقل للخطوة (۳). [] 

ما أن کل رأس في ۰0 خلال خطوات خوارزمية (١.٦)ء‏ یعلم على الأكثر 
بعلامة واحدة ویفحص على الأكثر مرة واحدة ؛ فان خوارزمية (7۲.۱) بعد عدد 
منته من اخطوات » ستنتهي بحالتين فقط هما : 

حالة التوسع : وجود رأس معلم من ۲ غير مغطی بالوائمة 14. 

حالة عدم التوسم : کل رأس معلم من ۲ مغطی بالوائمة /۸. 

ق احالة الآرل تجد خوارزمية (7.۱) مرا موسعا لد /۸ ی 0. طرف عدا 
المر هو الرآس العلم 7ع « وغیر الغطی بالوائمة 14 وطرفه الآخررأس » 
من رژوس × معلم بالعلامة (5) (والذي یکون غير مغطى بالموائمة /۸ طبقا 
للخطوة (۲) من خوارزمية (71.۱)). يمكن الحصول على هذا المر بالبدء بالراس 
۷ والاستمرار باتباع العلامات حتی الراس .في هذه الحالة وباستخدام مبرهنة 
() يمكن الحصول على موائمة جديدة في © عدد اضلاعها يساوي 1+ | 14|. 

في الحالة الثانية توضح مبرهنة (1.۵) التالية أن 14 موائمة عظمی في ©. بل 
وأكثر من ذلك تعطي البرهنة غطاء رأسیا أصغر في © عدد رژوسه يساوي | /۸|. 
مر هنة )1,۵٩(‏ 

إذا انتهت خوارزمية (۲.۱) بحالة عدم التوسع وکانت "× هي رژوس × 
غير العلمة و ” ۲ هي رژوس ۲ العلمة فان 

۱ ” ۲ل "×= 4 غطاء رأسي أصغر في . 


۲- | 8|=| ۸۸| و ۸ موائمة عظمی في ©. 


الموائمة "۱ 


البرهان 

سنبرهن أن 5 غطاء رأسي في © بالتناقض. افرض أن << © ضلع في © 
یت 6X‏ ۲ و لع رو لاع عدو 8 . عليه "يرح ارح عو * (- yer‏ 
أى أن × راس معلم و « راس غير معلم. 

اذا کان 27# فان .نوه طبقا للخطوق(4) من الخوارزمية» یأخذ العلامة 
(*) وهذا یناقض أن ر غير معلم. 

آما إذا كان 2۷ ©» وعاآن × يجاور رء فان × لا يأخل العلامة (*) طبقا 
للخطوة (۲) من الخوارزمية. بما أن × رأس معلم وطبقا للخطوة (1) من 
الخوارزمية فان تعلیم × یکون برس من عبر ضلم من /۸.ویا أنه لا یوجد 
ضلعان من /۸ لهما طرف مشترك فان ۲ لا بد آن یکون معلما بالعلامة (0. 
وطبقا للخطوة (1) من الخوارزمية فان الرأس « یعطی کعلامة لرژوس من × 
|ذا کان مو نفسه معلما» وهذا ينافش کون « راسا غير ماي عليه 5 غطاء 
راسي في ©. 

إذا برهنا أن | 5|-| /۸| فإنه من نتيجة (1,۲) تكون 14 موائمة عظمى في ) 
و 8 غطاء رأسيا أصغر في ©. ستثبت ذلك بإيجاد تقابل بين رؤوس 5 وأضلاع 
1 . نعتبر حالتين : 
حالة  )1(١‏ 1:21 : 

ما أن حالة التوسع لم تظهر فإن ر طرف لضلع واحد ب« - ه من ۸. 
طبقا للشطبرة (1) من اوارزمية فان الرس ۲ یاخذ العلامة ( س . علیه 
۳ ×. ومنه فان كل رأس من رژوس ” ۲ يغطى بالوائمة ۸ عبر ضلم 
طرفه ال خر لا ينتمي إلى "* ۲. 


د ور مقدمة قي نظرية الرسومات 
حالة ١؟7)‏ " يرج .x'‏ 

ما أن × غير معلم فإنه طبقا للخطوة (1) من الخوارزمية » × طرف لضلع 
واحد ٠14‏ ×= ». لأنه إذا لم يكن كذلك فان "۲ معلم بالعلامة (*) وهذا 
یناقض کون "2/۲ امن لاحظ آنه |ذا کان ۶" ۳ فانه طبقا للحالة (۱) 
اعلاه یکون "۲ معلما. وهذا یناقض کون ۲ عل ** ۲ يز 
إذن | ۱۸۸ > | * ۲ل "|= | 8| . ولکن | ۱۸< 








5 » اذن 
مخال )5,١١‏ 

سنستخدم خوارزمية (1.۱) لایجاد موائمة عظمی في الرسم © الوضح في 
شکل( 1,۲ ). 





-١‏ لتکن ,1,۲,۲ = ۸ الواتمة التي اخترناها في 
الخطوة (۱) من اخوارزمية. أضلاع ۸ هي الأضلاع الغامقة في الرسم (1) 6 في 
شکل (۱.۳ ). 


الموائمة ۵ ۱۳ 


۲۸ 15 
X1 X1 X27 و13‎ 4 0 2 
9 9 2 








/ / 


0 / / 8 
ول‎ J2 4 
G(2) 





کل 


۲- بما أن الرأسين ,*,,* غير مغطيين بالوائمة 34 فان کل واحد منهما 
بأخذ العلامة (*) وذلك طبقا للخطوة(۲) من الخوارزمية. انظر الرسم (6)2 في 
شکل(1.۳). 

۳- با أن هناك رژوسا معلمة في × ننتقل للخطوة )٤(‏ وذلك طبقأ للخطوة 
(۳) من الخوارزمية. 

- بما أن ,بر هو الرأس الوحيد الذي يجاور ,2 بضلع ليس في ۸ فان ,بر 
با انعا رن ورك طلقا لل ابم انوا ع لعي هه شرا 
وبا أن رر هو الرأس الوحيد الذي يجاور × بضلع ليس في ۸ فان رر يأخذ 
العلامة (,*). نعتبر × مفحوصا. انظر الرسم (3) 6 في شکل(7.4). 

- بما أن ,× يجاور ,ر بضلع في /۸ فان ,× يأخذ العلامة (,) وذلك 
طبقا للخط وة (1) من الخوارزمية. نعتبر ر مفحوصا. و بما أن × جاور ۲ 
بضلم في 34 فإن ,× يأخذ العلامة (::0. نعتبر رر مفحوصا. انظر الرسم 
(4) 6 في شکل(1.4). 


۳ مقدمة في نظرية الرسومات 


( OU OF UD 


مد وت Xqg‏ ر X2‏ 1 





کا 


1- بماآن ,× لا يجاور أي رأس من رژوس ۲ غيرالمعلمة فاننا لا نعلم أي 
رفن عو رس lS OIL‏ ۳ ۳ ۲ 
الوحيد الذي يجاور ,× بضلم لیس في 14 فان ور يأخذ العلامة (,*). نعتبر 
× مفحوصا. انظر الرسم (6)5 في شكل(1.0). 

۷- مما أن ,× يجاور ور بضلع في ۸1 فان ,× يأخذ العلامة (,). نعتبر ۲ 
مفحوصا. انظر الرسم (0)6 في شکل(1.4). 

۸- ما أن ,يز هو الرأس الوحيد الذي يجاور ,ا بضلع ليس في /۸ فان وبر 
يأخذ العلامة (,). نعتبر ,× مفحوصا. انظر الرسم (7) 0 في شكل(5.1). 


VU (OF OI 0 )*( )*( O1) 02) ©‏ 
6 وت مد وت رد 1 ید وت ي* ود ود :1 





کل بل و ول ل 5ز يأ وال دل إل 


(پند) (وند) (1*) زية) (ود) (ر) 
G(5) 6)6(‏ 


الوائمة ۱۳ 


4 - بما أن وبر لا جاور أي راس من رژوس ۶ بضلع في 14 فإننا نقف 
وتکون هذه الحالة حالة توسع. محصل على مر موسع للموائمة ۸ من ۰ الی 
وا باتباع علامات الرؤوس كما يلي : رو( .ريمكن توسيع الموائمة 
باستخدام هذا الممر كماهو موضح في برهان مبرهنة (1۰۱) لنحصل على 
الموائمة الحديدة زرم وى وي نز ىلق او ر = ' ۸4 الموضحة اضلاعها 
باللون الغامق في الرسم (8) © في شكل(1,1). 

۰- ق الخالة العامة نطبق الخوارزمية على الموائمة الحديدة ۸/۲ کموائمة 
مختارة ولكننا في حالتنا هذه لا نحتاج إلى ذلك لأن ' 14 تغطي كل رؤوس ۲ فهي 


بالضرورة موائمة عظمى. 
ری روم (01 (#) (#*#) ری (ج2) (01 (*) (*) 
م +385 يلد ۲5 X1 X2 X1 X2‏ 









)۲( )x<( زي)‎ (x5) )۲,( ي3) (ج2)‎ ( (5) 
G(7) G(8) 


شكل(ه , 5"). 


تمارين 
١‏ - کم عدد الوائمات الكاملة في الرسم بر ؟ 
۲- کم عدد الموائمات العظمى في الرسم ,16 ؟ 


۳- لكل تجمع من الجموعات التالية عين» إن وجدت» مثلات مختلفة وفي 
حالة عدم وجودها بين آسباب ذلك. 
(۷) (2,3,4(,)3,4(,)1(,)2,3) 
(ب) (1,3(,)2,3(,)3,4) ,}2,3,4{ ,}1,2{ 
- اذا کان ا واک ,4( 1,۸- وراد ,مرشو...,(2,۱3] < و۱1,2(,4< 4۱ 
جمعا من الجموعات. فأثبت أنه يوجد مثلات مختلفة لهذا التجمع. ثم أوجد عدد 
طرق اختیار الممثلات الختلفة. 
۵ استخدم خوارزمية (1.1) لإيجاد موائمة عظمی لكل رسم ثنائي التجزئة 
في شکل(1.1) بدء! من الوائمة التي أضلاعها غامقة. 





(شمن (سایم 


الترابطية والترابطیة الضلعية 
CONNECTIVITY AND EDGE CONNECTIVITY‏ 


)۷,١(‏ الفاصل 

لیکن ADI‏ 6 رسما ولیکن “اع «۲. نقول ان ۲ مفصل 00181 articulation‏ 
او رس قطع ۲۷۵۲/۵ في © إذا كان ( ©) ه <( ۷- 06) © » حيث (0)0 ترمز 
إلى عدد مركبات 6. 
مثال (۷,۱) 

حكن 6 و 7 السرسمین البینین آدنضاه ی شکل(۷,۱). ما ان 
1= ( ۵)6 <(0- 0)0-<3 فان © مفصل في 6. كذلك. 5 مفصل في ) 
لأن 1-<(0) 0 < (8- 0) -2. آما الرسم 7 فانه لا حتوي على أي مفصل 
لأن ( )0=( ×- )۵ لكل رأس دق 1. 





١ ۰‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهنة التالية تبین أنه يمكن تمييز الفاصل باستخدام المرات. 
مبرهنة (۷,۱) 
لیکن (£, 7) = 0 رسما مترابطا ولیکن ٤7‏ «. عندئنی» التقاریر التالية 

(( ۱ مفصل في 6. 

(ب) توجد تجزئة [,4,,4! للمجموعة [«1۲- ۲بمحیث لكل ۸ ۲ 
و .۸> ر فان « ينتمي إلى كل مر من × إلى . 

(ح) يوجد رأسان > , ۷,,۷ مختلفان عن ۷ بحيث ينتمي ۷۲ إلى كل مر من 
الى ا 
البرهان 

() > (ب) بماأن « مفصل في الرسم الترابط © فان 2 <(«- 0)0. 
لفكن. ٤, EE I SS‏ هي جمیع مرکبات ۷- ). ضع لاح A4‏ 
و 07ء٠٠‏ ل :1لا ,7= يك . واضح أن [ر4,,4] تجزئة للمجموعة [«)- ۲ 
وأنه إذا كان ٤4,‏ × و ر4٤‏ ر فان × و ر ينتميان إلى مركبتين ختلفتین من 
مركبات الرسم «- 6. وعليه فإن « ينتمي إلى كل مرمن × إلى لر 

(ب) > (ج) واضح آن (ج) حالة خاصة من (ب). 

(ج) > () إذا كان « ينتمي إلى كل مر من ,۷ إلى ر« في الرسم الترابط 6 
فانه لا یوجد مر من ,۲ إلى ۷۲ في الرسم ۷- 6؛ وعلیه فان ۷- 6 غير 
مترابط. ادن ۷ مفصل في 1.6 

النتيجة التالية تقول إنه لا يوجد رسم بحيث تتكون مجموعة رؤوسه من 
مفاصل فقط. 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية ۱ 


مبر هنه (۷,۲) 

إذا كان ( 72ت ENE‏ 2 < - |7 | فانه يوجد على الاقل رأسان 
۲ ز, 7 بحیث کل من × و ر لیس مفصلا ف .G‏ 
البرهان 

نفرض آولا أن © رسم مترابط » ولفرض التناقض نفرض أن جمیع رؤوس 
6 مفاصل باستثناء رأس واحد على الأكثر. لیکن ۷> ۵,۶ رأسين بحیث 

d (a,b > max{ d (u,v ):u, ۷ 2۲ | 

استنادًا إلى الفرض فان واحدا على الأقل من © و 5 مفصل. ليكن © مفصلا في 
6. إذن 4- ) رسم غير مترابط » وعليه فإنه يوجد 2۲ ۷ بحيث ۷و لا 
ينتميان إلى المركبة نفسها في الرسم 4- © ؛ واضح أن 4 ينتمي إلى كل مر من 
« إلى 5.إذنء في الرسم ۰0 آقصر ممر من « إلى ۶ يحتوي على أقصر مر من 
> إلى 8. وهذا يتناقض مع اختيارنا للرأسين © و 5. 

واضح أنه إذا كان © غير مترابط ويتكون من رؤوس منعزلة فقط فإن © 
حقق المطلوب. أما إذا كان © غير مترابط وإحدى مركباته تحتوى على رأسين 
على الأقل فان 6 يحقق الطلوب بناء على الفقرة الأولى. [] 

نقول إن الرسم 77 قالب 0101 إذا كان مترابطا ولا يحتوي على مفاصل. وإذا 
كان © رسما مترابطا وكان 8 رسما جزئيًا من © فإن 8 يسمى قالبا في © إذا 
كان 8 قالبا وأعظميا بالنسبة إلى هذه الخاصة. ويسمى 8 قالبا طرفيا 


۱ مقدمة في نظرية الرسومات 
ملحوظة 

۱- |ذا كان 00 6 فان 8 محدث بالجموعة (8) 7. 

۲- اذا كانت | لوه رقي ١8‏ مموعبة قوالسب (/,7)- 6 فاد 
(( ,,ظ) ,۰۰۰ ,(<8) ,(8) :۱ تجزئة للمجموعة :1. 

۳- إذا كان ,8 و ,8 قالبین في © فان (7)8(017)82 تکون ۸ أو تکون 
مجموعة مفردة حتوي على مفصل. 

- إذا كان ,© و ره ضلعين متجاورين ولم يكن طرفهما المشترك مفصلا 
فانهما ینتمیان إلى القالب نفسه. 

٥‏ - الرسم م اخزئي المكون من ضلع واحد ۵ يكون قالبا إذا وفقط إذا كان ع 
ج 

- إذا كانت € دورة فان ) تکون محتواة في قالب. 
مثال (۱۷,۲) 


شك (V۲)‏ بىا رسما 7( 4 قو البه Dos‏ 





لیکن ( 2, ۲) = سا 4+ 4 مجموعة مفاصل 0 e‏ 
0 نقرن بالرسم 6 رسما ثنائي التجزئة ( £ ,8لا 4) = 0 حیث لكل 


الترابطية والترابطية الضلعية 7 ١‏ 


8 ,۲6۸ فان >٤‏ إر,) إذا وفقط إذا كان الفصل × رأسا في القالب 
. نسمي 6 رسم القوالب والفاصل block-cutpoint graph‏ للرسم .G‏ 
مخال (۷,۳) 

بالاشارة إلى الرسم 0 العطی في مثال(۷,۲) فان 6 مبين في شکل(۷,۲). 
مبرهنه (۷,۰۳) 

اا کان قن ۶ =€ رسما بحیث ¢ 4 فان ( 8,2 لاك ) - 6 غابة. 
البرهان 

لغرض التناقض» نفرض أن © يحتوى على دورة ,4 ,6 ,ه٠٠٠‏ رط يه رط,»: 0) 
حیث 4 ,قر لعا لام ادن توجد دورة م وس عرو سه 8 )ی ) 
بحيث ينتمي الضلع ,© إلى القالب ,5. بما أن ,© ينتمي إلى القالب ,5 وإلى 
الدورة ) فان ,8 يحتوى على ©. إذن ,۶ و رط لديهما أكثر من رأس مشترك» 
وهذا تناقضص نى. وعلیه فان 7 6 لا يحتوي على دورات 
مبرهنة )۷,٤(‏ 

إذا كان (2, 7) = © رسما مترابطا بحيث ۸ + 4 فان (:8,1ل40 ) - 6 شجرة 
أوراقها قوالب. 
البرهان 

لیکن ل = ,۰۰۰,۵,و6,ر 2,6,7 < ۶ : P‏ مرا من الفصل + إلى المفصل رف 
الرسم الترابط . بما أن أي ضلعين ینتمیان إلى القالب نفسه عندما لا یکون 
طرفهما الشترك مفصلا ؛ فان یعطینا مسارًا 


O : 05002.02 ٠٠١2 a 


) ۸ ۲ 


من 4= × إلى ,»= رق 0 حسث 4ع ه و eB‏ .وادا كان A‏ چ a,a'‏ 
و ۶,۱8 بحيث 4 رأس ف 5 و # رأس فى ۸ فانه يمكن انشاء مسار 5 من © 
إلى 4 في ).وباضافة 5 أو '5 إلى 5 حسب الحاجة فانه يمكن إنشاء مسار بين أي 
اثنين من '4,4',8,5. وعليه فان 6 رسم مترابط. وبا أن 6 غابة فان 7) شجرة. 

واضح أن ۲(<۱) 462 لكل ارح <. إدنء لكل ۸ × فان × لبس 
ورقة في الشجرة 6). وهکذا فان آوراق ١‏ قوالب. 
نتيجة (۷,۱) 

إذا كان © رسما بحیث # + 4 فانه یوجد على الأقل قالبان طرفیان في ©. 
البرهان 

ما أن € شجرة عدد رؤوسها أكبر من 1 فإنه يوجد على الأقل رأسان ۲,۶ 
في © بحيث درجة كل من 7,۲ تساوي 1. وبا أن أوراق 6 قوالب فينتج أن 
كلا من 7,۲ قالب. 

عارین (۷,۱) 

۱- |ذا کان (5, 7)- 0 رسما بحيث #+ 4 وعدد مرکباته + فأثبت أن 

عدد قوالب © يساوي (1-( ) ۵) < + ۸ حيث (”) 8 هو عدد القوالب التي 
E‏ 

تحتوي على ۷ 

؟- في أي رسم» آثبت أن عدد الفاصل آصغر من عدد القوالب. 

۳- |ذا كان (:7,1)- © رسما فأثبت ما يلي : 

لكل ٤۲‏ × فان 0687 عدد زوجي إذا وفقط اذا كان کل قالب في 6 
أويلريا. 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية £ ۱ 


؛- ليكن (5, 7) = 0 رسما بحيث (1,2.۰۰۰,11)- 7و كع ١‏ برد إذا 
وفقط إذا كان 1<( ,)2060 . عين قوالب 6). 

۵- لیکن 8 قالبا بحيث بحتوي على أكثر من ضلم. آشت ثبت أن أي ضلع من 
اضلاع 7 يجب أن یکون محتوی فى إحدى ده ورات ۶. 

-٦‏ اذا كان (, 7) < 0 سما فييك م + 4 فأثبت أنه يوجد 4ع × بحيث 
تكون الرؤوس المجاورة للمفصل × فى © » باستثناء واحد على الأكثرء قوالب فى 6©. 

۷- آثبت أنه اذا كان « مفصلا في الرسم الترابط 6 فان × ليس مفصلا في 
الرسم التمم 6. 

۸- آثبت ما جاء فى اللحوظة. 

5 رگد ترس al E‏ . آثبت آنه إذا وجد جسر 
في © فانه یوجد مفصل في ). 

4 اليك اتال اس مفصل في الشجرة 7 إذا وفقط اذا كان 1<( )468 . 

-١‏ اذا كان 6 رسما متمرکزا ذاتیا فش آن 6 لا حتوی على مفاصل. 


(۷,۲) الترابطية 


لیکن لكل 6-17 رسما تاطا 
() تسف c۲‏ ۷ مجموعة مفصلية اداه 76116 في 6 ادا كان 6-77 غير 
مترابط. 
(ب) الرمز ( 6) × يدل على ترابطية G connectivity‏ التي تعرف كما يلي : 
( 7- © تافه أو غير مترابط حيث 7< ۷:| | { min‏ - ( )> 


(ج) نقو ل إن ت) مترابط من النوع 7 n-connected‏ ادا كان 1 < 7 < ) )1 : 


E‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
مغال )۷,٤(‏ 
لیکن G = (7 E)‏ هو الرسم الموضح 35 شکل(۷,۳)(). 





۳( (ب) 
شکل(۷,۳). 


نلاحظ أن © قالب وأن كلا من ز رس زبسرس رس« جموعة 
مفصلية في ©. ونلاحظ أن 2=( )× » وعلیه فان 6 مترابط من النوع 2 كما 
أنه مترابط من النوع 1 ولکنه لیس مترابطا من النوع 3. 
ملحوظة 
من السهل التحقق ما يلى : 
۱- 7-1-(,2)1 واذا كان © رسما غير تام عدد رژوسه #7 فان 
.K(G)sn-2‏ 
.K(K,,)= min {m,n} -۲‏ 
۲- (£, 7) = © مترابط من النوع 1 إذا وفقط إذا كان © مترابطا و 2 <| 7|. 
5 - (£, 7) = © مترابط من النوع 2 إذا وفقط إذا كان © قالبا و 3< | 7|. 
ه- 0=( 6) × إذا وفقط إذا كان © تافها أو غير مترابط. 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية ۱۷ 


لتکن رسي ضرم احا مجموعة مرات من الرأس » الی الرأس اد تقول 
إن 5 منفصلة داخليا internally disjoint‏ ادا كان V(P.)= {u,v}‏ ۲۱() 7 
لكل + . 

المبرهنة التالية تعطينا تمييزا للرسوم الترابطة من النوع 2 باستخدام الممرات 
المنفصلة داخليا. 
مبرهنة (۷,۵) 

لیکن (£, 7 - 6 . عندئليء © مترابط من النوع 2 
إذا وفقط إذا كان لكل 7ع ۰0,۲ ۶۷ #ء يوجد ممران منفصلان داخليًا من ١‏ 
البرهان 

لتفرض آولا أنه لكل لاع ۰1,۲ £V‏ 11 يوجد مران منفصلان داخليًا من 7 





إلى «.إذن © مترابط. ولاثبات أن 6 لا يحتوي على مفاصل باستخدام التناقض 
نفرض أن مفصل في ©. ينتج من مبرهنة (۷,۱) آنه يوجد رأسان مختلفان 
۷ ۲ ۶۷ ۸ بحیث ينتمي س إلى كل تمر من > إلى «. وهذا يناقض الفرض أنه 
يوجد مران منفصلان داخلیا من » إلى <. وعلیه فان ) مترابط من النوع 2. 

نفرض الان أن 6 مترابط من النوع 2. نستخدم الاستقراء الرياضي على السافة 
لاثبات أنه لكل رأسين محختلفین 7> ۸,۲ يوجد مران منفصلان من / إلى . 

لتکن 1=( ۲,) 4. إذن 7 ۰ يصل بینهما ضلع ولیکن 2 ,1 < e‏ . نما أن 
کلا مر 1 ,ا لیس مفصلا في 6 فان ۵ لیس جسرا ق 6. وعلیه فان © محتوى 
في دورة ) في 6. واضح أن ) تعطينا مرین منفصلين داخلیا من إلى . 


EA‏ مقدمة ف نظرية الرسومات 


نفرض الآن أن 1< 7 وآن الطلوب صحيح لكل رأسين مختلفين المسافة بينهما 
افا من آو تساوی ۸ ونفرض أن 1+ ( (,») 4. لیکن 1۰0۷۷: م هرا 
طوله 1+ ۸ من / إلى <. إذن ۸=( ,»)ك وعليه فانه يوجد مران منفصلان 

داخلیا 2 و من × إلى ۷ فى ©. انظر شکل(۷,۳)(ب). 
بما أن ليس مفصلا في 6 فان /1- 6 مترابط. إذن یوجد مر ۵ من ا إلى 
في - 0. لیکن ۸ هوآخر رأس ينتمي إلى © بحيث ١‏ يننمي أيضنًا إلى 8 أو 
فصلين داخليا من / إلى 





إلى ر۶ نفرض الآن أن / ينتمي إلى ,۶ وننشی ممرين م 
۷ ي © [إذا كان / ينتمي إلى .7 فالإنشاء مشابه] كما يلي : 

المر الأول يتكون من جزئين : جزء مأخوذ من 1 ت ينذا فد 4 وين" 
8 1 والجزء الآخر مأخوذ من 9 حیث مدا من ا وينتهى في «. أما الممر الثاني 
فیتکون آیضا من جزئن : جزء مأخوذ من ۶ بحیث یبدا من ۷ وینتهی في ۱۷ 
والحزء الآخر هو ۲, ۱۷۲, س.ل 

للحصول على تمييزات أخرى للرسوم المترابطة من النوع 2 فإننا نحتاج إلى 
التميبدية التالية: 
مهيدية (۷,۱) 
لیکن (1, 7) = © رسما مترابطا من النوع #» ولیکن "0 رسما حصلنا 


وج ۳۳ 


و 


عليه من ) بعد إضافة رأس جدید × بحيث 7< (*)/7|. عندئی "0 رسم 
مترابط من النوع ۸. 
البرهان 

لتكن 4 جموعة مفصلية فى '6. إذا كان 4ء × فان ×)- 4 مجموعة 
مفصلية في ©. وبماأن 0 مترابط من النوع ‏ فان ۸<|إ×)- 4|؛ أي 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية 3 ۱ 





1+ ۸ <|4|. نفرض الآن أن ۶۸4 ×.إذا كانت 24( ۸ فإن 
A|> (N )۶((</‏ 





. آما إذا كانت (Z4‏ ×) ۸ فان مركبة 61-4 التي تحتوي 
على × تحتوي أيضا على 4-(×) ۸۷ ؛ وعليه فان 4 مجموعة مفصلية في 6. 
اذن ۸ <|4|. 
مبرهنه (۷,1) 

لیکن (£, 7) = 6 رسما بحیث 3 < | 17]. عندئنی» العبارات التالية متكافتة. 

.2 مترابط وبلا مفاصل ؛ أي 6 مترابط من النوع‎ © -١ 

۲- لكل E‏ ۰۷,۲ ۶۷ 10 فانه يوجد ثمران منفصلان داخليًا من 1 إلى . 

۳- لكل €7 ۰,۷ ۷ ۰1 فانه توجد دورة حتوی على 1 ۷ 

- ۵)0(<1 ولکل cc#e ۰0,6 EE‏ فانه توجد دورة حتوی على E‏ 
البرهان 

شين مبرهنة (۷,۵) آن (۱) جه (۲). 
واضح أن (۲) ج (۳) لأنه إذا وجد مران منفصلان داخلیا من # إلى « فانهما 
یعطیان دورة تحتوي على 1 و ؛ واذا وجدت دورة محتوي على / و ۲ فانها 
تعطینا مرین منفصلین داخليًا من ۸ إلى «. 
شت الآن آن (۶4)-»(۳). افرض أن » و « رآسان ختلفان. ما أن 1<( 5)6 
فان كلا مره # و ۷ رأس غير منعزل. إذن یوجد ضلم "» ساقط على 7 وضلع 
'© ساقط على «. إذا كان "7" فإنه ينتج من (5) أنه توجد دورة تحتوي على 
'© واه ؛ وهذه الدورة حتوی على » و «. أما إذا كان '6- “ء فإننا نختار أي 
ضلع آخر ۶۰ 7 لنحصل على دورة حتوی على 'ء و / ؛ وهذه الدورة حتوی 
على 1و ۷. 


۱۵۰ مقدمة في نظرية الرسومات 


یتبقی إثبات أن (۳) ->»(5). با أن (۳) متحققة فینتج أن (۱) متحققة» وعلیه 
فان 6 مترابط. اذن 6)6(<1. لیکن 217,۷۱ و ,<< © ضلعين بحيث 
6 . ولیکن '6 الرسم الذي نحصل عليه من © بعد إضافة رأسين جدیدین 
۷و 2 بحيث ۸,۲( ۸۷ و ,۱۶ <(2) ۸ .انظر شکل(۷,4). 

ما أن 6 مترابط من النوع ۰2 فانه ينتج من تغهیدیة(۷,۱) أن '6 مترابط من 
النوع 2 . وعلیه فان '6 يحقق العبارة (۳) المكافئة للعبارة (۱). إذن توجد دورة 
"6 قل "6 متوی على کل من ۷و 2. وبما أن درجة کل من ۷ و 2 في G'‏ 
تساوي 2 فان "» محتوي على کل من المرین (, 2,2 و ۲, 7,۷ ولکنها لا 
تحتوي على أي من الضلعین «× و .٠«‏ نستبدل الآن الضلم ید بالمر ۲,2,۷ 
والضلم ۲ بالمر «, 1,۷ في ") فنحصل على دورة ) في © حتوي على 
كل من الضلعین × و جه 





(۷,۳) التر ابطية الضععية 
لیکن FE‏ 0 رسما مترابطا 


(1) تسمی اح ] جموعة جسرية اناه 60826 في 6 |ذا كان ,1 - 7) غير مترابط. 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية ۱۱ 


(ب) الرمز ( 0)'# يدل على الترابطية الضلعية 00006011۷10 6026 للرسم 
6 والتی تعرف كما يلي : 
cE;‏ 7 بحيث [- 0 تافه أو غير مترابط : |7 { K' (G ) = min‏ 
(ج) نقول إن ) مترابط ملعا من النوع 7 connected‏ ۱-6086 
اذا كان 1< 6(<7) 2. 
مثال (۷,۵) 


ليكن (:2, 7) = 6 هو الرسم الموضح في شکل(۷,۵). 





نلا حظ أن 6 مت ابط ناه وتا عوط وا 
87778 ,۰ مجموعة جسرية فى 6. ونلاحظ أن 2 <- (0) ۱ 
وعليه فإن ال 2 كما أنه مترابط ضلعیا من النوع | 
ولكنه ليس مترابطا ضلعیا من النوع 3. 

تصف البرهنة التالية العلاقة بين الترابطية والترابطية الضلعية. 
مبرهنة (۷,۷) 

إذا كان (£, 7) = 6 رسما فان 


> )6( > )6(>۵)6( 


۱ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

سنشت آولا أن ( )86> (ج)'*. نختار رأسًا 2۷ « بحيث ()8- «وع1 
ونعتبر الرسم 7 الناتج من © بعد حذف جميع الأضلاع الساقطة على ۲. 
واضح أن ۷ رأس منعزل في 77 وعليه فان 7 تافه أو غير مترابط. إذن 
(0(>۵)0) . 
يفيت الان أن (6(>۶)6).اذا کان 0-(66* فان # تافه آو غیر 
مترابط ؛ وعلیه فان 0-(0). آما إذا كان 1= ( )× فان © رسم مترابط 
يحتوي على جسر ؛ وعلیه فان ,)= © أو © حتوی على مفصل واحد على 
لاقل. إذن 0(<1). 

نفرضص الآن أن 2 < 0(<7) ۶ . غختار مجموعة جسرية (بر6,6,۰۰۰,6 1 < 8 
في 6. لسیکن ,'",ر€,0]- 6= 6 و 21۲ ,6. واضح أن ,6 رسم 
مترابط وأن بره جسر في ,6. لكل 1- ”«,...,1,2= 7 نختار الآن طرفا للضلع ,© 
مختلفا عن كل من ۷ ونفرض أن 4 هي مجموعة الأطراف المختارة. واضح أن 
1- ”> |4|. ليكن 4 - 6= 0. إذا كان ,© غير مترابط فان 
)G (‏ £= ۳ > 1- ”> (0)*. آما إذا كان © مترابطا فإنه ينتج من کون ) 
رسيا وكا غد ق (7) ومن کود ,6 جسرا ف © أن بك ت 6G,‏ أو ,© جسر 
في ©. أي = ,© أو ر6 يحتوى على مفصل. وعليه فإنه يوجد رأس في ,0 
بحيث إذا حذف هذا الرأس نحصل على رسم تافه أو غير مترابط. إذن 
(0) > (0). 


التر ابطية و التر ابطية الضلعية ۱۳ 
۱- إذا كان © هاملتونیا فأثبت أن © مترابط من النوع 2. 





00 : 2 ۱ 
۳- إذا كان 0 رسما عدد رؤوسه 2< 7 فأثيت أن کک > (6)× حيث ۸ 
7/ 


هو عدد أضلاع .G‏ 
۶- اذا کان 6)00(<7-2. حیست ‏ عددرژوس 0 فانت أن 
(6)0 -(۶)0. أعط مثالا لرسم © بحيث 3- «-(۰۵)6 .×)G(>5)G(‏ 
ه- إذا كان © رسما قطره يساوي 2 فأثبت أن ( 5)6 - (6)'*. 
1- احسب (,ر,)'# حيث 7> 1>77. 


۷- أعط مثالا لرسم © بحيث ( 5)6 > (0)** > ( 6)0. 
۸- جد الترابطية الضلعية لكل من الرسوم المعطاة في التمرين ۲. 











۱۹ مقدمة في نظرية الرسومات 

2 لیکن 4 رسما مترابطا من النوع 7 ولتکن رای ۲ رووسا حختله‎ -٩ 
ف 7 ننشی رسما 11 باضافة رأس جديد × جاور لكل من و‎ 
.17 اميك ان 7 مترابط من النوع‎ 

۰- لیکن © رسما مترابطا من النوع ۸. أثبت أن ,+ 6 (أي مضموم © 
و ۸) مترابط من النوع 1+ 7. 

۱- |ذا كان 2 <(5)6 حيث ۸ عددرژوس ۰0 فأثبت أن (6)6-(6). 
اعط مثالا لرسم 6 بحيث 


«(0)<5(0),8(G)=3( 2-1) 


(شمن (ماس 


الرسوم المو جهة 
۵( 
(۸,۱) تعاریف ونتائج أساسية 
یتکون الرسم الموجه (۸, 7) = 2 (طمaاع digraph )directed‏ من مجموعة غير 
خالية ۰7 تسمی مجموعة رژوس ۰1 ومجموعة من الأزواج الرتبة 7× 7> ۸4 
يمر EO‏ أقسواس 0 أو مجموعة الأضلاع اة لے ط.اذا کان 
(u,v ( A‏ لدب عا 6 directed‏ في © فإننا نسمي ا الرأس 
الابتدائي آنه؟ ل > كما نسمي « الرأس النهائي 620" ل 4. يسمى الضلع الموجه 
(/7,/) عروة موجهة 1000 .directed‏ 
ليكن « رأسا في الرسم الوجه (4, 7) = 2. للرأس ١ء‏ تعرف الدرجة 
الداخلة () 4 10068706 على أنها عدد الأضلاع التي يكون فيها « رأسا 
نهائيا ؛ وتعرف الدرجة الخارجة ( «) ك 6 ان على آنها عدد الأضلاع 
التي يكون فیها «رأسا ابتدائيا. يرمز للجوار الداخل ل « بالرمز («) ۸۷ ويرمز 
للجوار الخارج ل «بالرمز («) ۸۷ ويعرفان كما يلى : 
N (v)={x € :0 ۲ (۱۲‏ 
 )۲(<۱۲ eV :0,x)e4}‏ ۸۷ 


1 مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنه (۸,۱) 

إذا كان (4, 7) = 2 رسمًا موجها فان |۱۸( :2,4 -(0) 0 . 

ve 17 

البرهان 

نلاحظ أن كل ضلع موجه له رأس ابتدائي واحد ورأس نهائي واحد» وعليه 
فان كل ضلع موجه يساهم بواحد عند حساب كل من (00) 4ر2 و( 2,40 ؛ 

vey yey 

ومن هنا ينتج الطلوت. ل] 

لیکن (۸, ) = 2 رسمًا موجها. الرسم الرديف ل 2 مقعع عماتراءعةهنا 
هو الرسم الذي رووسه 7 وأضلاعه .(uv)e4)}‏ ).اذا كان 2۲ ۰6,6 
1< 7 وكانت ,۲ ,۷۵۷۵۰۰۰۵ 77 متتالية متناوبة من الرؤوس والأقواس 
حيث 26 ,2,۷ ۷( ط, ,)= ۵ لكل 57-1 158 فإننا نسميها نيان 
موجها )اوس 0:60104 من 5 إلى ». وبالمثل» نعرف الطريق الموجه 
انه directed‏ » الممر الموجه «directed path‏ الدارة الموجهة «directed circuit‏ 
الدورة الموجهة 0۷016 017660160. كما يعرف طول السار الوجه على أنه عدد آقواسه. 

تقول إن الرسم الموجه (/ مترابط أو مترابط بضعف weakly connected‏ إذا 
كان رسمه الرديف مترابطا > ونقول إن (/ مترابط بقوة 60۵8660160 50088۵1۷ إذا 
وجد مر موجه من 1 إلى ۲ وثمر موجه من ۲ إلى / لكل u, EF (D)‏ 

وبشكل مواز للتعاريف المتعلقة بالرسومات تعرف الدارة الموجهة الأويلرية: 
الطريق الموجه الأويلري» المر الموجه الہاملتوني» الدورة الوجهة الهاملتونية. 
تعطينا المبرهنة التالية تمبيزا للرسوم الموجهة الأويلرية. 


مبر هنه (۸,۲) 

لیکن (4, 7)= 2 رسمًا موجها مترابطا بضعف و1 <|4|. عندتنی» 2 رسم 
موجه أويلري إذا وفقط إذا كان (60 ۲( 4 لكل 62۲ ۷. 
البرهان 

مکن إثبات الطلوب بطريقة مشابهة لإثبات مبرهنة (۳,۱) ونتركه كتمرين 
للقاری. ] 

إن معاخة الدورات الموجهة في الرسوم الموجهة تشبه إلى حد ما معالجة 
الدورات في الرسوم. ويمكن تعميم بعض البرهنات المتعلقة بالرسوم الماملتونية 
إلى الرسوم الوجهة الهاملتونية حيث يلاحظ أن الإثبانات تكون أصعب نسي 
وهدا ما تبينه البرهنة التالية حيث نقول إن الرسم الوجه فعلي 1م0153 simple‏ 
ادا لم يحتو على عروات موجهة وأضلاع موجهة مکررة. 
مبرهنة (۸,۳) 

ادا كان 500 بت ات سدم رديه ۸ وكان 1 < > < [-ق, *ق] min‏ 
فان (/ هاملتوني. 
البرهان 

لغرض الحصول على تناقض» افرض أن 72 رسم يحقق فرضيات المبرهنة 
ولكنه لا يحتوي على دورة موجهة هاملتونية. لتكن ,م00٠‏ ۷,۷= € دورة في 
( بحیث یکون طولبا وه الا وا خن از ۵16,۵۱ < | 


[انظر تمرين ۲ من مارین(۸.۱)] وعليه فان !<< 1. لیکن 2-7 مرا 


۱۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


موجها في (6) 7- 0 بحيث یکون طوله 0< 7# أكبرما يمكن. نلاحظ أن 


+m +1‏ 7< 7 وعما ان و 6 [انظر شکل(۱ ,1()۸)]. 





=f: 1۳ (‏ ,((م) “لالع بر - 5 
(v)‏ 2۸۷۲ "1,() 00۸۷ - "5 
ستثبت الآن أن #-5017. لیدل الرمز م ,© على جزء © الذي يبدأ بالرأس 


ر ۷ وينتهي باراش ,. إذا كان 7ح ۶> 7 فان ( ۳,۲۱ 4(۸ ,۷) ,€ دورة 
موجهة طولما 1+ 77+ / في (/ ؛ وهذا یتناقض مع اختیار ).ادن < ]8 
ما آن 2 مر موجه طوله آکبرما يمكن في (6) 2-۷ فان (©) ۲لا(ظ) 7ح (,,) ۰۸۷ 
ولکن 














= كراء اذن 


۳ 


الرسوم الموجهة ١‏ 


3 








< و 77 > (7) م6 فان‎ dp )(< ۵ 0 .با ان‎ (1) =d, ()+|S' 





وبما أن 111 فينتج أن 7 + ۵ بالمثل » E‏ و و0 + 1. 
نلاحظ أن م2 - 7<| 7+ |5 | وما أن 1+ + 7 < ۸ فينتج أن 1+ م,- / < | ٣|+|؟|۔‏ 
ولکن - 7 ىع ادن .|SUT|>1-m+1‏ 

إذا كان [,«) -”7-/3 فان ( ,0,۷ (0,,۷) دورة موجهة طولبا 2+ ۸0 في 


2 بينما |5|-5| و|7|- 





/ <m +1 تقتضی أن‎ S|+ T7 | <1 - 7 +1 و‎ 1 





وهدا يتناقض مع اختیار ) وعلیه فانه يوجد عددان صحیحان موجبان Kk ,i‏ 


نحيث 65 و 271 1000 6+ 7و ¢S UT‏ 007 + لكل Sk‏ > 1. 


اذن 

SUT |21 +1‏ |< (1-1)- 
وینتج أن 7#> ۸. وهكذاء فاد ,0,۲ 1(٨‏ ,") ,م ,') دورة موجهة 
طولما 1+ 77+ / وهدا يتناقض مع اختيار ). 


غارین (۸,۱) 

۱- اذا كان © رسما بسيطا بحيث #<6 فأثبت أن © يحتوى على مر 
طوله ۸ على الأقل. وإذا كان 2  <‏ فأثبت أن © يحتوي على دورة طولها 
1+ ۾ على الأقل. 

ات اذا کان 7 رسيا موعيا قيا وا )ودد ۲ فایت أن ظ 
يحتوى على مر موجه طوله Kk‏ على الأقل. وإذا كان 0< ۲ فأثبت أن ( حتوى 
على دورة موجهة طولما 1+ / علی الاقل. 


۳۹ مقدمة ثي نظرية الرسومات 
(۸,۲) رسوم السابقة 

يسمى الرسم الموجه الذي مجموعة رؤوسه '! رسم مسابقة tournament‏ 

إذا تحقق ما يلي : لكل مجموعة جزئية ثنائية ( ز,*) من 7 فان واحدا فقط 
من (۲,۲) و (۶,«) يكون ضلعا موجها في 6. 

ان ایجاد مر موجه هاملتوني على وجه العموم أمر صعب عموما ؛ غير أن 
المبرهنة التالية تبين أن ذلك آمر سهل في حالة رسوم المسابقة. 
مبرهنة (۶ ,) 

إذا كان © رسم مسابقة فانه یوجد في © مر موجه هاملتوني. 
البرهان 

تحت د الاستقراء الرياضي على عدد الرژوس 7 واضح أن الطلوب 
صحیح عندما 1= . نفرض الآن أن کل رسم مسابقة عدد رژوسه 7 حتويی 
على مر موجه هاملتوني كما نفرض أن 6 رسم مسابقة عدد رژوسه 1+ 7. 
اختر أي رأس « في © واعتبررسم السابقة «- 0 الناتج من 6 بعد حذف « 
وکل ضلع یکون « آحد طرفیه. ينتج من فرضية الاستقراء أنه يوجد مر موجه 
هاملتونی ,۲۱۲۱۰۰۰۲ في «- ©. إذا كان ( ,۷,۷ شلا موجهاق 7) فان 
,۷۷۷۰۰۰۷ مر موجه هاملتوني في ©. نفرض الان أن ( 0,۷ ضلع موجه في 
6. ذا كان («,«) ضلعا موجها في © فان ,۷۳۷,۰۷ مر موجه هاملتوني في 
0 ؛ وخلاف ذلك فإن (,۲) ضلع موجه في ©. وبالاستمرار على هذا 
الشوال» جد أنه إمايوجد ۸> 1>1 يث ي۷ ,0۷ ۷۱۰۰۰ تمر موجه 


هاملتوني في 0 آو ۷ ,۷۱۷۰۰۰۷ مر موجه هاملتوني في 7). 


الرسوم الوجهة ۱۹۱ 

مخال (۸,۱) 

نعتبر رسم السابقة الوضح في شکل(۸.۱)(ب). وننشی » كما في إثبات مبرهنة 
(۸.6)» مرا موجها هاملتونيًا في © بدءًا من الرأس ©. إذا أضفنا 8 ثم © ثم 4 
فإننا حصل على الممرات الموجهة ۰94 »۰60 62054 على الترتيب. 
مبرهنة (۵ ,۸) 

إذا كان 6 رسم مسابقة فانه یوجد راس × في © بحيث يمكن الوصول إلى 
أي رأس من × بممر موجه طوله على الأكثر 2 . 
البرهان 

لیکن ,۲ راسا ف :6:]ذا كان ,× لا حقق الطلوب فانه یوجد رس ,2 ق 
© بحيث ( ,× ×) ضلع موجه في 0 و) (x2,‏ ضلع موجه كلما كان ( #17( 
ضلعاً موجه 
ادن *(x»)‏ ۸۷( ۸۷ وعلیه فان (:) >( ".۱ذا کان رد لا 
يحقق الطلوب فانه یوجد رأس ,× بحيث (,*) *0> (,*) *4. وهکذا فاننا 
فصل على متتالية من الرژوس ,و 5 يك > (۲2) 2( 47 وعا 
أن © منته فإنه لا بد من وجود رآس × يحقق الطلوب. 
مبرهنة (1 ,۸) 

ادا كان 0 رسم مسابقة مترابطا بقوة وعدد رژوسه 7 ؛ فانه يوجد في 6 دورات 
موجهة من الاطوال ,3,4,۰۰۰. ویشکل خاص فان 6 رسم موجه هاملتوني. 
البرهان 

ستثبت أولا وجود دورة موجهة ثلائية شم نستخدم الاستقراء الرياضي 
لاکمال البرهان. 


١5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

ليكن « رأسا في ©. بماأن © مترابط بقوة فان ۶۵( ۷ وم (0) ۲ ۸۷ ؛ 
وعا آن 0 رسم مسابقة فان ۵( ۷(۲۱۸) ۰۸۷ کذلك» بما أن © مترابط 
بقوة فانه يوجد (6) ' 6۸۷ و( ۸۷ 5 بحيث ((,4) ضلع موجه في E‏ 
اذن ۷۵۶۲ دورة موجهة ثلاثية في 6 (انظر شکل(1(6۸.۲)). 





شکل(۸,۲). 


نفرض الان أن 7> 3>۸ عدد صحیح وآن 6 يحتوي على دورة موجهة 
رق تعد نوكوي ) طولبا .سشت ان 6 حتوی على دورة موجهة طولب 
.K +1‏ 

لتفرض آولا آنه بوجد راس دفي © مختلف عن رژوس ') بحيث يوجد 
(v)‏ لاع ,لدو ( ۲ ۸۷ ۲.عماآن 6 رسم مسابقة فانه یوجد ‏ بحيث 
EN 60(‏ , ,۷ و( 6۸۷ ,۲ وعلیه فان 


if. ۱ ۱ 
C :v ۱۳ ا بك وده‎ aT 


دورة موجهة طولها 1+ في © (انظر شکل(۸.۲)(ب)). 


الرسوم الموجهة د 


نفرض الآن أنه لا يوجد أي رأس « في © بحيث يحقق الخاصة المذكورة أعلاه ؛ 
ونعرف 7 ,4 كما يلى : 
A4 - ۷ EV )0(-۲ (۲ EN (۰ 212,0, [‏ 
B - ۷ eV (G)-V (C):v EN 0۱ (( - 12۱‏ 
ماآن © مترابط بقوة فان ۶۵ 4 و۶۵ 8 وعاآن © رسم مسابقة فان 
۵ - ۸۲۱۲ . كذلكء عاآن 6 مترابط بقوة فانه یوجد ۸4ع 8,4 ٤‏ 5 بحیث 
(۶,») ضلع موجه في 6. إذن 
C "Vv abv V “VV,‏ 
دورة موجهة طولہا 1+ ۸ في 6 (انظر شکل(۸.۳)). 
مبرهنة (۸,۷) 
ليكن 6 رسم مسابقة. عندثلٍ» 6 رسم موجه هاملتوني إذا وفقط إذا كان 
0 مترابطا بقوة 
البرهان 


متروك کتمرین للقاری. 





شکل(۸,۳). 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


(۸,۳) توجیه الرسوم 

نقول إن الرسم 6 قابل للتوجیه بقوة 0۳16012016 00۵1و ادا كان G‏ مترابطا 
ويوجد توجیه لاضلاع 6 بحيث يكون الرسم الوجه الناتج» 9 مترابطا بقوة. 
ویسمی تسا orientation‏ للرسم .G‏ 
مبر هنه (۸,۸) 

یکون الرسم ‏ قابلا للتوجیه بقوة إذا وفقط إذا كان © مترابطا ولا يحتوي 
علی جسور. 
البرهان 

شرض آولا أن © قابل للتوجیه بقوة. إذن يمكن توجیه أضلاع 6 بحيث 
نحصل على رسم موجه مترابط بقوة (/. با أن (/ مترابط بقوة فان © مترابط. 
لغرض الحصول على تناقض» نفرض أن الضلع ۷ جسر في 6 وأن ( ۲,) 
ضلع موجه في 7 بينما (۳,) ليس ضلعا موجها في 2. با أن 7 مترابط بقوة 
فإنه يوجد مر موجه 72,, ۷,۷,۰۰۰۷ لا حتوی على (7,2). وعليه فان ۲ 
صلم في الدورة لا و نولاق lT‏ 7 لیس جسرا ٤‏ 7 و هدا 
یعطی التناقض الطلوب. 

نفرض الآن أن © مترابط ولا يحتوي على جسور. بم أن © لا يحتوي على 
وسور فان کل ضلم ل 6 یکون عدون ل دورة. لغرض افصول على توجیه 
قوي للرسم © نختار أي دورة ,۲,,۲,۰۰۰,۲,,۲:,) في © ونوجه أضلاعها 
بحيث یکون ( ,۳,۷ شنا رالا 1- 7 > > 1 کمایکون (,۲,, ۲) 
كلها ا كذلك» نوجه آقطار الدورة () إن وجدت (آي الأضلاع التي 


تصل رؤوسا غير متعاقبة في ,0)) اختیاریا. ليكن ,1 الرسم الموجه الناتج من 


لرسوم الوجهة ۱1 


الرسم الجزئي احدث ((,0) 7) من ) بعد توجیه الأضلاع كما وصف آعلاه. 
إذن ,۷ ۰۰۰,۷, ۷,۷ دورة موجهة هاملتونية في ,(۰1 وعلیه فان 7 مترابط 
بقوة ویکون # قابلا للتوجیه بقوة عندما (6) 6,(<۳۲) ۲ 

نفرض الان أن (06) 7( ,©) ۲.عماآن 6 مترابط فانه یوجد رأس ت لا 
بنتمي إلى ((6) 7 ویوجد ر« بحيث یکون ,۵۲ ضلعا في 0.با أن ,۵۳ لیس 
جسرا قی 6 فانه حتوی في دورة ,0,۵ :20,0 ر۷ @: ) في 6). نقوم 
الآن بتوجیه الأضلاع التي لم يتم توجیهها سابقا في الرسم الجزئي المحدث 
١‏ و©) لآنا(,0) 7) من © بحيث يتحقق مايلي: (ر۵,۵) ضلع موجه 

اا یت توت لكل 1- 2,3,:۰۰,7< 7 فان كل ضلع ,۵,۵ لم يتم 

سيا ,۵) ضلعا موجهاء بوجه اختیاریا كل 
ضلع آخر لم تم توجیهه سابقا. لیکن ,5 الرسم الموجه الناتج من 
ر( (C‏ لا( a RSET‏ ولان أن ,5 
مترابط بقوة ننشی فیما يلي مسارا موجهاً مغلقا مود 3 ر. نيدأ الانشاء باعتبار 
المسار الوجه الغلق لر ر٠‏ ٠رر‏ ۷ر ۷: 17. ننشيع الآن مسارا موجها مغلقا ,7 
کمایلی : اا ,۵ ولکل 1- 77> > 2 نضیف ب .© , ,© عندما يكون 
زن.©, ,©) ص اس سيان SN‏ موب ۵ ای ,, :0 
محتوى في ,2 عندما لا يكون (,,۵,,۵) ضلعا موجهافي ,2 ؛ ثم نضيف 
0,۵ . نقوم الآن بتوسعة ,77 وذلك بإضافة ,17 إليه عند الرأس ,0 - ,۷ 
فنحصل على 17 وهو مسار موجه مغلق مولد ل ,(/. وعليه فان ,(/ مترابط 
بقوة ویکون € قابلا للتوجیه بقوة عندما (0) ۳-(,6) 07( 0 ۲. 


۱۹ مقدمة في نظرية الرسومات 

وختاما. إذا كان (6) ±7 )٤,(‏ آلا( ,©) 7 فان تکرار العملية التبعة أعلاه 
کلما لزم الامر بودي إل امحصول علی رسم موجه مترابط بقوة 1 بحیت 
(6) ۷<(() ۲؛ وعلیه فان ت قابل للتوجیه بقوة. ل] 

نقدم فيما يلي بعض التعریفات والنتائج التي نحتاج إليها في ختام هذا البند لكي 
نقدم خوارزمية جيدة لإيجاد توجيهات للرسوم المترابطة التي لا حتوي على جسور. 
لتکن 1 شجرة تقص عمقي للرسم 6 ولتکن , ..., ۷۷ هي رژوس 1. 
نسمي پر ۷,...وو ۲و ۷ ترقيماً عمقياً depth first numbering‏ ل 6 كما نسمي / 
الدلیل العمقي depth fst index‏ للرأس ,۷ ونکتب / - (”) ۰17 ذا كان 
[ هو آکبر دلیل بحيث یوجد مرمن ,۷ إلى ,۲ في الشجرة 7 فاننا نسمي ز 
دلیل الوصول العمقي depth first reach index‏ لر آس ,۷ ونکتب زر( 5۸1 . 
اذا أضيف الجر آس عند السر اس ۱ فانتانسمي ۲ المر جع المماشر immediate‏ 
predecessor‏ ل ۷ ونکتب /1- ( ) 7. 

إذا وجه كل ضلع في 7 من طرفه ذي الدليل العمقي الأصغر إلى طرفه ذي 
الدليل العمقی الأكبر فانتا نحصل على شجرة موجهتة واا کال 
۳ ۲,۲ مرا موجها في OEE‏ دی «,«یسمی تابعا 
1 ل ,۷ ویسمی ,۷ تابعامباشرا | immediate successor‏ ل , ۷. 
تمهيدية (۸,۱) 

لتكن 7 شجرة تقص عمقي للرسم © وليكن , «,..., ۷,١‏ ترقيما عمقيا ل 
6. ذا كان ز دليل الوصول العمقي للرأس ,۲ فان توابع ,< في 7 هي 


1" ووب ٢و‏ ۰۷ 


لرسوم الوحهة ۱۷ 


البرهان 

واضح من طريقة انشاء 7 أن ۽« لیس تابعال ,«لکل ز < + ولکل 
<F +]‏ #. لغرض الحصول على تناقض افرض أن > ۱+ : آصغر دلیل 
حیث ,۲« لیس تابعا ل «. عليه» ,۷=( ”) مر حيث 1 > #. إذن من طريقة إنشاء 
7 یتضح أنه إذا كان ,« جاورا لأ من الرژوس عن مووي ارت فاق 7 
وهذا يناقض کون ,« تابعال ,۷ يقتضي وجود رأس ,< مجاور لأحد الرؤوس 
دس ”...وب ۷,۷ بحیث < 1. إذنء لكل زک #6 >1+ ۰ م۷ تابع ل ,۲. 
مبرهنة )۸,٩(‏ 

لتكن 1 شجرة تقص عمقي للرسم © وليكن ,”,...,«,,7 ترقیما عمقيا ل 
6. ليكن ,ا ضلعا في © بحيث 7>7 وليكن ژ دليل الوصول العمقي 
ال ا ,۷,۲ جسرق 6 ذا وفقط ]ذا کان فيل فيد 
ال دس اوو لاون« ليس جاورا في راش کت ۲۰۶ 
والرأس « لیس مجاورا في 6 ای راس ,۷ بحیث > ۶1 (/. 
البرهان 

بناء على تمهيدية(۸.1) فان توابع في 7 هي O‏ 
۲۱ جسراق 6 ولتکن 6,6 مركبتي  ,‏ 1- 6 بحیث ,۷ رس في 6 و ۷ 
رأس في ,0. إذن توابم ,۷ رژوس في ا O‏ ۷۷ رژوس في 
6 وعليه يتحقق الطلوب. 

لاثبات الاتجاه الآخر ولغرض الحصول على تناقض نفرض أن ,۷,۲ ليس 
سا 0 ادن پوچد قن زر لاو دعو رم ,رای ا لا بحتوي على الضلع 


۱۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


۷۷۰ ادا كان و سس ایتا ا ,۷۰ فان ,۲« جاور للرآس ۷ق 07و 
> ۶ ۸ وهذا تناقض. بینما إذا كان ,۲ تابعا ل ,فان ,۲« حيث 7 آکبر 
دلیل بحیث ,۷ تابع ل ۰۷ يعطينا التناقض المطلوب. 
خوارزمیه (۸,۱) (خوارزمیه انشاء توجیه) 

الدخل : رسم مترابط © بدون جسور. 

الخرج : توجیه للرسم 6. 
اخوارزمية 

۱- اختررآسا × في © وأنشئ شجرة تقص عمقي 1 ل © جذرها *. 

۲- وجه كل ضلم في 7 من طرفه ذي الدلیل العمقي الأصغر إلى طرفه ذي 
الدلیل العمقی الا کبر. 

۳- وجه کل ضلع ليس في 7 من طرفه ذي الدلیل العمقي الأكبر إلى طرفه 
دی لدلیل العمقي الأصغر. 
مبرهنه (۰ ۸,۱) 

خوارزمية (۸.۱) تعطي توجیها للرسم 7). 
البرهان 

ليكن , لا,..., ۱,۷ الترقيم العمقي المصاحب للشجرة 1.ینتج من مبرهنة 
(۸,۹) آنه لكل رس ا ,۷ یوجد رأس را یت ETT‏ ,۷۰ ضلع في 0 
أو يوجد تابع ,۲ ل ,۷ بحيث ,۷,۲ ضلع في 0. إذن يوجد مر موجه من ,۷ إلى , ل. 
ولكن يوجد مر أضلاعه في 7 من ,۷ إلى أي رأس آخرء وعليه يوجد مر موجه 
من أي رأس إلى أي رأس آخر. وعليه نحصل على رسم مترابط بقوة. آي» نحصل 
على توجيه للرسم ©. 


الرسوم الوحهة ۱۹۹ 
مخال (۸,۲) 
في شكل(٤.۸)»‏ بتطبیق خوارزمية (۸.۱) على الرسم 6 بدء! من احذر ١‏ 
نحصل آولا على الشجرة 7 ومن ثم نحصل على توجیه ( للرسم © حیث 
علم کل من الرژوس بدلیله العمقي. 





عارین (۸,۲) 
۱- أعط مثالا لرسم موجه نصف هاملتوني بحيث لا یکون رسم مسابقة. 
1- جد مرا موجها هاملتونیا في رسم السابقة العطی في شکل(۸,۵). 





شکل(۸,۵). 


۳- إذا كان © رسم مسابقة وکان × رأسا في © بحيث (©) ۸ <(6) *4 
فأثبت أنه يمكن الوصول إلى أي رأس من × بممر موجه طوله على الأكثر 2. 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


.)۸.۷( أثبت مبرهنة‎ - ٤ 

۵- إذا كان © رسم مسابقة فأثبت أن ((00 2/0۵۲ = (( ۸۵ 

5- ليكن © رسم مسابقة. نقول إن 6 متعدٍ إذا تحقق ما يلى : كلما كان 
(ز,) و(2,) ضلعين موجهين في © فان (۲,2) ضلع موجه في 6. 

() أثبت أنه إذا كان 6 رسم مسابقة عدد رؤوسه 1< 7 ويحتوي على دورة 
موجهة فان 7) غير متعد. 

(ب) آثت ثبت أنه إذا كان € رسم مسابقة ولا يحتوي على دورات موجهة فان 6 متعد. 

(ج) آثبت أنه إذا كان ) رسم مسابقة فان 6 يكون متعدیا إذا وفقط اذا 
كان 6 لا يحتوي على دورات موجهة ثلاثية. 

(د) أثبت أنه إذا كان © رسم مسابقة فان © يكون متعديا إذا وفقط إذا 
كان 6 يحتوي على نمر موجه هاملتوني وحيد 

(ه) آثت أنه اذا كان 7) رسم مسابقة متعدٍ عدد رؤوسه 2 < 7 فان ) غير 
مترابط بقوة. 

۷- بين أنه يوجد توجيه لكل رسم من الرسوم الموضحة في شكل(2»)8.1 ثم 
با تفن ی 
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۱۷۱ 


اماد ر من 

اننا عشري الوجوه 
الاحتلاف المركزي لرسم 
اضلاع متحاورة 

أضلاع مستقلة 

امثلية 


+ 


الترابطية 
الترابطية الضلعية 


ثبت المصطلحات 


أولا: عربي - انجليزي 





11111011 of two graphs 
dodecahedron 
eccentricity of a graph 
adjacent edges 
ındependent edges 


optimization 





SUCCESSOT 

11111116011316 successor 
realization 
connectIvIty 


edge connectivity 


١ “وى‎ 


۱۹۳ بت الصطلحات 








حاصل ضرب ر "مین 





دارة 

دارة أو پلر ية 

الدرحة الخارحة (لراس في رسم موجه) 
الدرجة الداحلة (لرأس في رسم موجه) 
درجة الر اس 

الدليل العرضي 

دلیل الوصول العمقي 


depth first ۵ 
contraction of a graph 
graph coloring 

edge coloring 

k-edge colorıng 
automorphism 

planar representation 


orientation 


brıdge 


product of two graphs 


circuit 

Eulerian circuit 
outdegreê 
ındegreê 

degree of vertex 
breadth first index 


depth first reach index 


فت ابا لصطلحات ۱۷ 


دلیل عمقي depth first index‏ 
ده ره cycle‏ 
ده ره مو جهة directed cycle‏ 
ده رة هاملتو نية Hamiltonian cycle‏ 





2 


راس vertex‏ 
الرأس الابتدائي (لضلع موحه) tail‏ 
اثر أس النهائي (لضلع مو جه) head‏ 
راس زوحي even vertex‏ 
رأس فردي odd vertex‏ 
ر أس قطع cut vertex‏ 
۲ آس مغطى .عو ائمة vertex covered by a matching‏ 
رأس منعزل Isolated vertex‏ 
ر آسان متجاه رال adjacent vertices‏ 
رتبة رسم order of a graph‏ 
رسم graph‏ 
الى سم التافه trivial graph‏ 
الر سم التام complete graph‏ 
الوا سم الر دیف لر سم موجه underlying graph‏ 
رسم القوالب والفاصل block-cutpoint graph‏ 


رسم آو يار ي Eulerian graph‏ 


۱/۳ بت الصطلحات 


رسم ثنائي التجزئة 
رسم ثنائی التجزئة تام 
رسم حزئي 

رسم جزئي مُحدّت 
رسم جحزئي مولد 

رسم صعري 

رسم قابل للتوحیه بقوة 
رسم مترابط 

رسم متمر کز ذانيا 
رسم مسابقة 
سب 

رسم مستو أعظمي 


زسم ما فق 

رسم منتظم من النوع ۲ 
رسم مته 

رسم موجه 

ری د 

رسم موزول 

ر سم نصف أويلري 
رسم نصف هاملتون 
رسم هاملتون 


sımple graph 

bıpartıte graph 
complete bipartite graph 
subgraph 

ınduced subgraph 
induced subgraph 

null graph 

strongly orientable graph 
connected graph 
self-centered graph 
tournament 

planar graph 

maximal planar graph 
multıgraph 

r-regular graph 

finite graph 

digraph 

sımple digraph 
weıghted graph 
semi-Eulerian graph 
semı-Hamıltonian graph 


Hamıltonian graph 


ثبت الصطلحات 





زمره التمائلات الذاتية 








ره ی رین 


لا 
و 


شحرة مولدة 
شجرة مولدة صغری 


شجرة مولدة عظمی 








۱ ۷ 


the automorphism 0110 


size of a graph 


1۳06 

breadth first search 6 
depth first search 6۵ 
labeled tree 

spanning tree 
111111111111111 spanning tree 


maximum 510311111115 6۵ 


Euler's formula 


edge 
multledge 


directed 6 


۱۹۷۸ بت ااصطلحات 





طرف endpoint‏ 
طريق trail‏ 
طریق أو يلري Eulerian trail‏ 
طريق مو جه directed trail‏ 





العدد اللوين chromatic number‏ 
العدد اللو 8 الضلعي edge chromatic number‏ 
عر و ۵ loop‏ 
عره ه مو جهة dırected loop‏ 





عابة forest‏ 
غطاء ر اسي 00171 Vertex‏ 
غطاء ر آسی أصغر minimum vertex cover‏ 
غطاء ضلعي edge cover‏ 





sorting الفرز‎ 





ای 2 از جاور 115 adjacency‏ 


ثبت الصطلحات ۱۷۹ 


قائمة متر ابطة linked list‏ 
قائمة مو صولة 5۲ ۱11۱۱۵0 
قالب block‏ 
قالب طرق end — block‏ 
ی رسم of a graph‏ 5101015151011 
نت ضلع ۸ edge‏ 
قطر رسم diameter of a graph‏ 





كثيرة اخدو د اللونية chromatic polynomial‏ 





متتالیات درحات رسم degree sequences of a graph‏ 
متتالية ر “ية 60 271201۱۱۵21 
متر ابط بضعف weakly connected‏ 
متر ابط بقوة strongly connected‏ 
متر ابط شلعیا من النو ع2 0 86 11-001 
مترابط من النو n-connected n‏ 
متمایل isomorphic‏ 
متمم رسم complement of a graph‏ 
بحموعة درجحات رسم degree set of a graph‏ 
جموعة ر “ية eraphıcal set‏ 


جحمو عة مستقلة independent set‏ 


۱۸۰ 

بحموعة من الممثالات المختلفة 
حوعه حسریه 

مرحع مباشر 

المر کبات التر ابطة 

مر کز رس 

مسار 

مسار موجه 

المسافة (بين رأسين) 

مصفوفة التجاور 

مصموم رامین 

مفصل 

الکعب الفوقي 

هر 

مر أويلري 

مر متناه ب بالنسبة لموائمة ۷۲ 
مر موسع بالنسبة لوائمة ۷ 
مر هاملتون 

منفصلة داخلیا 

موائمة أعظمية في رسم 


موائمة عظمی في رسم 


vertex cult 

system of distinct representatives 
edge cut 

ımmediate predecessor 
connected components 
center of a graph 

walk 

directed walk 

dıstance 

adjacency matrix 
[011101 two graphs 
articulation point 

Cul 113 

hypercube 

path 

Eulerian path 
M-alternatıng path 
M-augmenting path 
Hamıltonian path 
internally disjoint 
maxımal matching 1n a graph 


maxımum matching 1n a graph 


نبت الصطلحات ۸1 


matching In a graph موائمة في رسم‎ 


perfect matching 1n a graph مو ائمة كاملة 2 رسم‎ 





radius of a graph صف قط رسم‎ 





و جه face‏ 


الو جه الخار حي outer face‏ 





adjacent یجاور‎ 


۳ رمل 1011 


۱۸ 


مصفوفة التجاور 
جاور 

أضلاع متجاه رة 
رأسان متجاوران 


تمائل ذا 


قالب 

رسم القوالب والمفاصل 
الدليل العرضي 

شجر ۵ تقعص عرصي 


۳ 


مر كز رسم 
العدد اللون 
كثيرة اخده د اللو نية 











adjacency list 
adjacency matrix 
adjacent 
adjacent edges 
adjacent vertices 
articulation poınt 


automorphism 


bipartite graph 

block 

block-cutpoınt graph 
breadth first Index 
breadth first search tree 


bridge 


center of a graph 
chromatic nun bêr 


chromatic polynomial 


دار ة cırcult‏ 
متمم رسم complement of a graph‏ 
رسم بنا ي التجزئة تام complete bipartite graph‏ 
الر سم التام complete graph‏ 
لمو کبات التر ابطة connected components‏ 
رسم متر ابط connected graph‏ 
الترابطية connectivity‏ 
تقلیص ر سم contraction of a graph‏ 
مفصل cut vertex‏ 
ر آس فطع CU VErIEX‏ 
ده ره cycle‏ 





degree of vertex درحة الرأس‎ 
degree sequences of a graph متتالیات درحات رسم‎ 
degree set of a graph جمو عة درجات رسم‎ 
depth first index دلیل عمقي‎ 
depth first numbering تر قیم عمقي‎ 
depth first reach index دليل الوصول العمقى‎ 
depth first search tree شجر ۵ تعص عمقي‎ 
diameter of a graph قطر رسم‎ 


رسم مو digraph‏ 


As‏ بت الصطلحات 


دورة مو جهة directed cycle‏ 
ضلم مو حه 60 directed‏ 
عره ۵ مو جحهة directed loop‏ 
طریق موجه directed trail‏ 
مسار مو حه dırected walk‏ 
السافة (بين ر آسین) distance‏ 
اننا عشري الو جوه dodecahedron‏ 





الاحتلاف الر كزي لرسم eccentricity of a graph‏ 
ضلم edge‏ 
العدد اللو ۳1 الضلعي chromatic number‏ 6086 
تلوین ضلعی (لرسم) edge coloring‏ 
غطاء ضلعي edge cover‏ 
جو عة جحسرية edge cut‏ 
تست ضلع edge subdivision‏ 
الترابطية الضلعية edge connectivity‏ 
قالب طرق end — block‏ 
طر ف endpoint‏ 
دارة أو يلر ية Eulerian circuit‏ 
رسم او يلر ي Eulerian graph‏ 


هر اویلر ي Eulerian path‏ 


بت ااصطلحات Ao‏ ۱ 


طريق أو يار ی Eulerian trail‏ 
صبغة أو پلر Euler's formula‏ 
راس روجي Even VErÎEX‏ 





و جحه face‏ 
رسم منته fınıte graph‏ 
عابة forest‏ 





ر سم 213011 
تلو ين رسم graph coloring‏ 
مالك رة eraphical sequence‏ 
جحموعة ر"عیة set‏ 2۲3۵۱۱6۵1 





دو ره هاملتو نية Hamiltonian cycle‏ 
رسم هاملتون Hamiltonian graph‏ 
مر هاملتون Hamiltonian path‏ 
الراس النهائي (لضلع موحه) head‏ 


الکعب الفو في hypercube‏ 


۱/۸۹ نبت الصطلحات 





مرحم مباشر 

تابع مباشر 

الدرحة الداخلة (لرأس قي رسم موجه) 
رسم حزئي محدّث 

رسم حزلي مود 

منفصلة داحلا 

راس منعزل 

متمائل 





يربط 


مصموم ران 





تلوین ضلعی من الدر حة م 





قائمة متر ابطة 
قائمة مو صو لة 
عروة 


Immediate predecessor 
Immediate successor 
ıindegree 

ındependent edges 
Independent set 
ınduced subgraph 
ınduced subgraph 
11160111211۷ 1501131 
Isolated vertex 


IsomorphIc 


Joın 


[0111 of two graphs 


k-edge coloring 


labeled trêê 
linked 6۷ 
linked list 


loop 





مر متناو ب بالنسبة نو ائمة ۷۲ 
موائمة في رسم 

مر موسع بالنسبة لوائمة ۷ 
موائمة اعظمية في رسم 

رسم مستو أعظمي 

موائمة عظمى في رسم 
شجرة مولدة عظمى 

شجرة مولدة صغرى 

غطاء رأسي أصغر 
فی 


رسم مضاعف 





مترابط من النوع ۸ 
مترابط ضلعيا من النوع ۸ 


رسم صفري 





AY 


M-alternating path 

matching 1n a graph 
M-augmenting path 

maxımal matchıng 1n a graph 
maxımal planar graph 
maxımum matching 1n a graph 
maximum spanning tree 
111111111111111 50211111118 6 
111111111111111 vertex ۲ 
(6 


۱۳۱۱۱۱۱۵1۵۵۱ 


11-0111161 0 
n-edge connected 


null graph 


odd vertex 
optimization 


order of a graph 


١‏ نبت المصطلحات 


e 
الدرحة الخارحة (لراس في رسم موحه)‎ 





موائمة كاملة في رسم 
رسم مستو 
حاصل ضرب رین 








011101 
عع51 01110 


outer ACC 


path 


perfect matching 1n a graph 


planar graph 
planar representation 


product of two graphs 


13201115 of a graph 
realization 


r-regular graph 


self-centered graph 
semı-Eulerıan graph 
semı-Hamıltonlan graph 
simple digraph 

simple graph 


5170 of a graph 


شجرة مولدة 

مترابط بقوة 

رسم قابل للتوحیه بقوة 
شم رس 

رسم حزاي 


حموعة من المثلات المختلفة 
س الا بدا ئي (لضلم موحه) 


ز مر ۵ التماثلاث الذاتية 


احاد ر مين 


بت الصطلحات ۱۸5 


sorting 

spanning tree 

strongly connected 
strongly orlentable graph 
subdivision of a graph 
subgraph 

SUCCESSOF 


svstem of distinct representatives 





taıl 

the automorphism ۵ 
tournamenl 

1۳911 

(reê 


۱۳۳۱۵۱ graph 





underlying graph 


union of two graphs 





اتن 


۱۹ بت ااصطلحات 


vertex 01 غطاء راسي‎ 
vertex covered by a matching راس مغطى عو أئمة‎ 
vertex cult مجموعة مفصلية‎ 





walk مسار‎ 
weakly connected متر ابط بضعف‎ 
welghted graph 


رسم موزول 





احاد رسمان و 5 


اننا عشری الوجوه ۷۲ 


الاختلاف المركزى لرسم ١‏ 


أضلاع تغطية ۱۳۹ 


أضلاع مستقلة ۱۲۱ 


إغلاى رسم ۷ 





١11 تابع‎ 

تابع مباشر ۱۲۲ 
جسید ۲۳ 

١ 5 0 الترابطية‎ 

الترابطية الضلعية ١6١‏ 


كشا المو ضو عات 


تلوین رسم ٩۵‏ 

تلوین ضلعي ۱۰۱ 

تلوین ضلعي من الدرجة ١٠١1‏ 
تمائل داتي ۳۲ 

عائل رسوم ۱۱ 

قثیل مستو ۸۵ 


توجیه ۱۱ 











ala‏ كي و 
خوارزمية بريم ۵۱ 
e‏ 
خوارزمية فلوري 1۱ 
خوارزمية کروسکال ۵٩۳‏ 





دارة 5 ۱ 
دارة أويلرية 1۳ 

الدرجة الخارجة ۱۵۵ 
الدرجة الداخلة ۱۵۵ 
درجة الرأس ۲ 

الدليل العرضی ٤١‏ 

دليل الوصول العمقى ٠١١‏ 
دليل عمقي ١17‏ 


دورة ۷ 


دورة موجهة ١07‏ 
دوره هاملتونية ؟ / 





رأس ۱ 


رأس ابتدائی ۱۵۵ 


کشاف لمو ضوعات 


رأس زوجي ۲ 

راش فردی ۲ 

رأس قطع ۱۳۹ 

رأس مغطی عوائمة ۱۲۲ 
رأس منعزل ۲ 

رأس نهائی ۱۵۵ 

رأسان متجاوران ۲ 

رتبه رسم ۲ 

رسم ۱ 

رسم القوالب والفاصل ۱۳ 


رسم ننائی التجرئه تام ۱۱ 
رسم جزئي ١‏ 

رسم جزئی محدّث ۷ 
رسم جزئي مولد أ 

زسم جزئي مود ۷ 


رسم ردیف 1 ۵ ۱ 


رسم صفری ۵ 


رسم قابل للتوجيه بقوة 1 ١‏ 


رسم مترابط / 


رسم موزول ۵۰ 





زمرة التماثلاث الذاتية ۳۲ 


یی 3 5 ۱ ۳ 











ضلع ١‏ 
ضلع مكرر ” 
ضلع موجه ۱۵۵ 


لحان تیان ردان ۱۴۱ 


صلعان مستقّلان ۱۳۲۱ 





طرف ۲ 


اا 


١5 طريق‎ 

طريق أويلري ۱۳ 
طريق موجه ۱۵۲ 
طول الدورة ۸ 
طول السار ۶ ۱ 
طول المر ۷ 





عجلة ۸ 

العدد اللونی 6 ٩‏ 

العدد اللونی الضلعي 1 ١١‏ 
عروة ۲ 


عروة موجهه ۱۵۵ 





غطاء رأسي ۱۲۲ 


غابة ۳۵ 


غطاء رأسى آصغر ۱۲۷ 


غطاء صلعی ۱۲۷ 





قالب ۱۱ 
قالب طرفي ۱۶۱ 


کشاف الوضوعات 


قسم رسم ٩۱‏ 
تسم ضلع ٩۱‏ 
قطر رسم ۱۰ 





كثيرة الحدود اللونية ۱۱۵ 





لامتغیر تماثل ۱۸ 





مبرهنة الألوان الأربعة ۱۰۳۲ 


مبرهنة الألوان الخمسة ۱۰۱۳ 
مبرهنة بروکس ٩٩‏ 

مبرهنة بيرج ۱۲۳ 

مبرهنة فزنح ۱۱۹ 

مبرهنة کوراتوسکی ٩۱‏ 
مبرهنة کونج - هول ۱۳۲۵ 
مبرهنة کیلی ٤۲‏ 

متتالیات درجات رسم ۳۱ 
متتالية رسمیه ۲۳ 

مترابط بصضعف ۱۵5۲ 


مترابط بقوة ۱۵ 


مترابط ضلعيا من النوع 7 ۱۵۱ 
مترابط من النوع 77 50 ١‏ 
جموعه درجات رسم ۳ 
جموعه رسمية ۲۳ 

جموعة مستقلة ۱۲۹ 

جموعة مفصلية 50 ۱ 

جموعة من الممثلات المختلفة ١77‏ 
جوعة جسرية ۱۵۰ 

مرجع مباشر ۰۸ ۱17 
الرکبات الترابطة ۸ 

مرکز رسم ۱۰ 

بياذ #۴ 

مسار موجه ۱۵٩۱‏ 

المسافة بين رأسين ۰۱۰ ۵۰ 
ما اور السیعة :۷ 
بیان 23 اجاور ۱۴ 

مضموم رسمين ۲۰ 

مفصل ۱۳۹ 

الکعب الفوقی 1 


کشاف الوضوعات م ۵ ۱ 


مر ۷ 

مر متناوب بالنسبة لوائمة ۱۲۳ 
گر موجه ۱ ۱۵ 

مر موسع بالنسبة لوائمة ۱۲۳ 
مر هاملتوني ۷ 

مرات متفصلة داخلیا ۶۷ ۱ 
موائمة أعظمية في رسم ۱۲۱ 
موائمة عظمی ف رسم ۱۲۱ 


موائمة في رسم ۱۲۱ 


موائمة كاملة في رسم ۱۲۲ 





نصف قطر رسم ۱۰ 


و كك خارجي اله 








يحاور ۲ 


و 


پر بط ۲ 


٩۷۸-۹۹ ۲۱۰-۵۵-۸۳۹-4 : ردمك‎ 
www.ksu.edu.sa ISBN: 978-9960-55-839-4 


